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Die Methode von H. F. Weber zur Bestimmung 
des Diffusionskoeffizienten von Salzlösungen. 
Von Friedrich Hoeltzenbein in Münster i. W. 
(Eingegangen am 20. März 1924). 


Es wird nachgewiesen, daß die Methode von H. F. Weber wegen 
der stets auftretenden Polarisation ganz unzuverlässige Werte liefert 
und daher nicht brauchbar ist. 


Einleitung. Im Jahre 1879 hat H. F. Weber!) eine Methode 
zur Prüfung des Fickschen Diffusionsgesetzes 2?) ausgearbeitet, die es 
ermöglichen sollte, den Diffusionskoeffizienten von Salzlösungen „inner- 
halb eines beliebigen Bruchteiles einer Stunde“ zu ermitteln. Bei dieser 
Methode wird die Bestimmung der Konzentration einer Salzlösung auf 
die Messung einer elektromotorischen Kraft zurückgeführt. Tauchen 
nämlich zwei umkehrbare Elektroden in zwei kommunizierende, ver- 
schieden konzentrierte Lösungen desselben Salzes, so tritt zwischen 
den beiden Elektroden cine Potentialdifferenz auf, die von der Kon- 
zentrationsdifferenz der beiden Salzlösungen abhängig ist. Findet 
nun zwischen beiden Lösungen der Diffusionsvorgang statt, so wird 
mit Verminderung der Konzentrationsdifferenz auch eine Abnahme 
der elektromotorischen Kraft eintreten. An dieser Abnahme läßt 
sich dann der ganze Verlauf der Diffusion verfolgen. 

Zur Prüfung der Theorie bringt Weber auf die Bodenfläche 
eines etwa 12 cm weiten Glastroges eine runde amalgamierte Zink- 
platte, die auf drei gleich hohen Hartgummiklötzchen im Abstande 
von etwa 0,52cm eine zweite der Bodenplatte gleiche amalgamierte 
Zinkplatte trägt. An beide Platten sind Kupferdrähte angelötet. In 
das Gefäß wird eine Zinksulfatlösung gefüllt. Verbindet man dann 
die untere Platte mit dem positiven, die obere mit dem negativen 
Pol eines galvanischen Elementes, so wird die Lösung durch die 
Wanderung der Ionen an der Anode konzentrierter und an der 
Kathode verdünnter. Es wird sich zwischen beiden Platten ein Dif- 
fusionsstrom ausbilden, der die Konzentrationsdifferenz wieder aus- 
zugleichen sucht. Schaltet man nach dem Öffnen des primären 
„Ladungsstromes“ in den Stromkreis der Diffusionszelle ein ballisti- 
sches Galvanometer, so läßt sich an diesem die Abnahme der elektro- 


1) Wied. Ann. 7, 536, 1879. 
2) Pogg. Ann. 94, 59, 1855. 
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motorischen Kraft der Platten 'ünd’ somit der ganze Verlauf der 

Diffusion beobachten. Aus dem zeitlichen Gang des Stromfalles 

berechnet Weber die Diffusionskonstante mit Hilfe der Beziehung: 

n2 

s= Ce P 

In dieser Formel bedeutet s den Galvanometerausschlag, C eine 

Konstante, e die Basis des natürlichen Logarithmus, L den Abstand 

der beiden Metallplatten, k den Diffusionskoeffizienten und t die Zeit, 

die seit Unterbrechung des Ladungsstromes verflossen ist. Hieraus 
ergibt sich der Diffusionskoeffizient k: 


kt 


Lin È 
S 


= x? (l — t)’ 


wenn s und s’ die Galvanometerablesungen zu den Zeiten ¢ und # 
sind. Voraussetzung für diese Berechnung ist, daß die Beobachtung 
hinreichend lange Zeit nach dem Öffnen des Ladungsstromes beginnt, 


da der genaue Ausdruck für s eine unendliche Reihe ist, deren 
9 n2 
zweites Glied mit dem Ausdruck =e BR , also mit der Zeit schnell 


abnimmt. 

Die Apparatur von Weber hat später durch W. Seitz!) eine 
kleine Änderung erfahren. Seitz benutzt als Diffusionsgefäß keinen 
Glastrog, sondern macht zum Boden seines Gefäßes eine runde 
Metallplatte von etwa 6,5 cm Durchmesser, auf die er einen Glasring 
von 0,5 bis 0,6 cm Höhe und einem inneren Durchmesser von etwa 
5cm aufkittet. Darin wird die zu untersuchende Lösung gefüllt, und 
die ganze Zelle mit einer zweiten der ersten gleichen Metallplatte so 
verschlossen, daß das Gefäß vollkommen luftfrei ist. An die Metall- 
platten sind wie bei Weber Kupferdrähte zum Hindurchschicken des 
primären Ladungsstromes und zur Untersuchung des sekundär sich 
ausbildenden Konzentrationsstromes angelötet. 

Während Weber fand, daß die Platten nach der Zusammen- 
setzung der Diffusionszelle keine Potentialdifferenz zeigten, wenn 
zwischen ihnen keine Temperaturunterschiede vorhanden waren, 
zeigten sich bei den Seitzschen Versuchen dagegen trotz sorg- 
fältigster Reinigung und Vorbereitung der Platten im Diffusions- 
gefäß stets elektromotorische Kräfte, die wahrscheinlich in der ver- 
schiedenen Oberflächenbeschaffenheit der Platten ihren Grund hatten, 
und die durch das Hindurchfließen des Ladungsstromes’ und auch 


1) Wied. Aun. 64, 759, 1898. 
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durch andere unübersehbare Umstände Änderungen erfahren konnten. 
Diese sogenannten „störenden Anfangspolarisationen“ überlagerten 
den Diffusionsstrom, und so ergaben die aus den Galvanometeraus- 
schlägen berechneten Diffusionskoeffizienten durchaus keine Konstanz, 
sondern zeigten bei allen Versuchen eine dauernde Abnahme. 

Um nun diese störende Polarisation aus der Beobachtung zu 
entfernen, korrigiert Seitz sämtliche Ablesungen am Galvanometer 
mit einem Korrektionsglied g, das er aus je vier Ablesungen innerhalb 
einer Stunde berechnet unter der Annahme, daß während dieser Zeit 
die Anfangspolarisation denselben Wert beibehält. Sind sı und s, ferner 
sı und 5 vier Ablesungen, von denen die ersten beiden sowohl als 
auch die letzten beiden gleiche Zeit, also etwa eine halbe Stunde 
auseinanderliegen und hat die Anfangspolarisation für die Zeit, in 
der die vier Ablesungen liegen, also bei der Seitzschen Annahme 
für die Zeit einer Stunde, denselben Wert, so ist, falls die aus der 
Fickschen Theorie abgeleitete Formel für s richtig ist: 

Ss— P $1 — @ 
s — P np’ 


also: , , 

S1 S2 — S1 Sy , 
(sı — $2) — (1 — 82) 
Dieses Korrektionsglied berechnet Seitz für möglichst viele Beob- 
achtungen einer Versuchsreihe. Schon sehr kleine Beobachtungsfehler 
bedingen eine sehr starke Schwankung des Korrektionsgliedes, welche 
insbesondere durch die doppelte Differenz im Nenner hervorgerufen 
wird. Deshalb nimmt Seitz aus allen gefundenen Korrektionsgliedern 
das arithmetische Mittel, subtrahiert dieses von allen Galvanometer- 
ablesungen und berechnet nun mit Hilfe der korrigierten Beob- 
achtung den Diffusionskoeffizienten. 

Nur von einigen Salzlösungen vermochte Seitz nach dieser 
Methode den Diffusionskoeffizienten zu bestimmen, so von Zinksulfat, 
Zinkformiat und Cadmiumsulfat, bei anderen dagegen waren die 
Versuche wegen der auftretenden Polarisationsstörungen und Ände- 
rungen innerhalb der Lösung, wie Gasentwicklung, Kristallabsonderung 
an den Metallplatten (wie bei Silber) und anderer Umstände undurch- 
führbar. 

Die Versuche von Seitz sind in allen Beobachtungsreihen genau 
auf dieselbe Art und Weise angestellt. Stets wird der primäre 
Strom 2 Stunden durch die Diffusionszelle hindurchgeschickt und die 
Beobachtung — wenigstens bei den angegebenen Versuchen — nur 
1 bis 2 Stunden, selten etwas länger durchgeführt. Auch scheint die 

1* 
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Beobachtung stets gleich lange nach der Öffnung des Ladungs- 
stromes eingesetzt zu haben. 


Auf Anregung von Herrn Geheimrat Prof. Dr. G. C. Schmidt 
habe ich die Methode von Weber einer eingebenden Prüfung unter- 
worfen. Mein Ziel war, sie womöglich so zu modifizieren, daß sie 
brauchbare Werte lieferte. Zu dem Zweck wurde die Ladungszeit 
variiert, die Beobachtungsdauer bei den Versuchen auf 4 bis 6 Stunden 
ausgedehnt, die Konzentration verändert und das Korrektionsglied 
auf verschiedene Weise berechnet: 


Versuche und Beobachtungsresultate. Die Apparate und 
die Versuchsanordnung waren im wesentlichen wie bei Weber und 
Seitz, so daß sich eine Beschreibung erübrigt. Die Versuche wurden 
im Keller ausgeführt. Die Temperatur war im Thermostaten tage- 
lang fast konstant. Die Ziukplatten, zwischen denen die Diffusion 
vor sich ging, wurden mit reinstem Quecksilber oder Quecksilber- 
chlorid amalgamiert. Nach Zusammensetzung der Zelle war stets, 
wie schon Seitz im Gegensatz zu Weber gefunden, eine Potential- 
differenz zwischen den Platten vorhanden. Durch Kurzschluß während 
mehrerer Stunden ließ sie sich beseitigen. Bei den vielen hierher 
gehörenden Beobachtungsreihen, die in bezug auf Konzentration, 
Dauer des Auskochens der Lösung, Methode des Amalgamierens usw. 
auf das mannigfaltigste variiert wurden, ergab sich das Folgende: 


1. Zwischen den beiden Metallplatten besteht von vornherein 
eine Potentialdifferenz, die im Laufe der Zeit langsam abnimmt. Die 
Abnahme kann durch Kurzschluß der Platten beschleunigt werden. 


2. Die Polarisation der Zinkplatten ist geringer als die der 
Kupferplatten. Bei letzteren läßt sich die Anfangspolarisation nur 
schwer herabsetzen. 

Die Versuche bestätigen somit das Ergebnis von Seitz und 
stehen im Gegensatze zu denen von Weber. 


Nachdem die Anfangspolarisation durch Kurzschluß ausgeglichen 
war, wurde mit Hilfe eines Edison-Akkumulators ein Strom von 
geeigneter Stärke durch die Lösung geschickt. Bei größeren Strom- 
dichten schlug sich schwammiges Zink an der Kathode nieder, das 
die Beobachtungen völlig unbrauchbar machte. Die Dauer des pri- 
mären Stromes variierte ich zwischen 10 Minuten und 2 Stunden. 
Darauf wurde der Strom unterbrochen. Nach 1!/,, 2 oder 3 Stunden 
begann dann die Beobachtung des Konzentrationsstromes mit einem 
ballistischen Galvanometer. Die Beobachtung führte ich stets 4 bis 
6 Stunden durch, indem ich von 10 Minuten zu 10 Minuten eine Ab- 
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lesung machte. Berechnete ich nun den Diffusionskoeffizienten nach 


der Formel: r 
L? In 
een, 

wo s und s’ die Ausschläge zu Beginn und am Schluß einer halben 
Stunde,  —t eine halbe Stunde bedeuten, so fand ich wie Seitz 
eine stetige Abnahme des Diffusionskoeffizienten. Ich nalım 
daher wie Seitz an, daß dieses, wenigstens bei Annahme des Fick- 
schen Gesetzes unzulässige Resultat, in der störenden Anfangspolari- 
sation seinen Grund babe und berechnete in derselben Weise, wie 
es Seitz getan, aus je vier Beobachtungen, von denen je zwei eine 
halbe Stunde auseinanderlagen und die erste am Anfang, die letzte 
am Schluß einer Stunde lag, ein Korrektionsglied nach der Formel: 

Sı 82 — S2 $) 
(sı — s2) — (81 — 82)’ 
indem ich annahm, daß für diesen Zeitabschnitt die Anfangspolari- 
sation ungefähr konstant blieb. Es .zeigte sich nun, daß die auf 
diese Weise berechneten Korrektionsglieder derart schwankten, daß 
sie für die Ermittlung des Diffusionskoeffizienten durchaus unbrauch- 
bar waren, und zwar besonders im letzten Teil einer Beobachtungs- 
reihe, in welchem die Differenzen zweier aufeinanderfolgender Aus- 
schläge immer mehr abnehmen. So kam es bei sehr kleinen Beob- 
achtungsfeblern leicht vor, daß der Nenner negativ wurde, oder die 
beiden im Nenner stehenden Differenzen (sı — $a) und (si — 82) gleich 
waren, so daß das Korrektionsglied völlig unbrauchbar war. Bei den 
Versuchen von Seitz treten diese Schwankungen nicht in dem Maße 
auf wie bei meinen. Es rührt das daber, daß er nur die Beob- 
achtungen der ersten zwei Stunden berücksichtigt, während ich die 
Beobachtungen auf sechs Stunden und mehr ausdehnte. 

Ich suchte diese Schwierigkeit auf folgende Weise zu umgeben: 
Da die Galvanometerausschläge nach dem von Weber entwickelten 
Gesetz mit der Zeit logarithmisch abnehmen, so muß auch die Diffe- 
renz zweier aufeinanderfolgender Ausschläge immer kleiner werden. 
Ich trug daher diese Differenzen zweier aufeinanderfolgender Beob- 
achtungen in zehnfacher Vergrößerung in gleichen Abständen als 
Ordinaten in Koordinatenpapier ein und zeichnete aus den erhaltenen 
Punkten eine Ausgleichskurve. Mit den nun aus der Kurve ab- 
gelesenen Differenzen korrigierte ich die beobachteten Galvanometer- 
ausschläge. Auch jetzt zeigten die berechneten Korrektionsglieder p 
noch starke Schwankungen, doch ist immerhin eine gewisse Regel- 
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mäßigkeit zu erkennen. Auch konnte ich nun die Kurventeile mit 
schwacher Abnahme, die am Schluß einer jeden Beobachtungsreihe 
und bei Versuchen mit kurzer Ladungsdauer auftreten, zur Berech- 
nung des Diffusionskoeffizienten benutzen. Ich berechnete daher wie 
Seitz möglichst viele Korrektionsglieder p, nahm ans allen das 
arithmetische Mittel und zog dieses von den Ausschlägen ab. Dann 
bestimmte ich aus je zwei Beobachtungen, die eine halbe Stunde 
auseinander lagen, den Diffusionskoeffizienten. Wie sehr die nach 
diesem Verfahren berechneten W.erte des Korrektionsgliedes inner- 
halb einer Reihe schwanken und wie verschieden die mit Hilfe des 
Korrektionsgliedes verbesserten Werte des Diffusionskoeffizienten aus- 
fallen, wenn man längere Zeit beobachtet, geht aus folgender Beob- 
achtungsreihe hervor, die ich willkürlich wähle: Z bedeutet die Zeit, 
t die Temperatur und s die korrigierten Galvanometerausschläge: 


Tabelle 1. 
31,2 g(ZnSO,+ 7H,0) 
100 ccm H,O _ 
Ladung: 10 Minuten. — Beobachtung: 2 Stunden nach der Ladung. 


Lösung: 


z | | 8 | p | k Z | t | s | 9 | k 
| 
ob of |15,670 129,8 | + 67,8 | 0,34737 | 2h 0’ |15,640| 78,6 +152 0,31726 
10 128,2 | 58,2 | 0,32560 10 75,6 | 10,0 0,31896 
20 117,4 46,4 | 0,80939 20 72,7 13,5 | 0,32012 
30 112,3 30,3 | 0,30102 30 70,0 22,2 | 0,32477 
40 107,7 16,4 | 0,29692 40 67,4 23,9 | 0,32422 
50 103,4 | + 3,7 | 0,29678 50 64,9 20,9 0,32284 
1 0 115,660| 99,4 | — 3,7| 0,29826 |3 0 |15,630| 625 — 0,32048 
10 95,6 0,2 | 0,30213 10 60,3 — 0,82196 
20 91,9 3,9 | 0,80591 20 58,2 — — 
30 88,4 6,3 | 0,30919 30 56,2 — —— 
40 85,0 9,8 | 0,31228 40 | 15,629 54,3 — — 
50 | 81,7 | + 13,1 | 0,81523 | 
m2 
Mittelwert: t = 15,60 p = 19,9 k = 0,31453 n- 


= 


Man erkennt, daß die Werte von @ und ebenso die von k außer- 
ordentlich stark schwanken. 


Die folgende Tabelle 2 enthält eine Übersicht über die ge- 
wonnenen Resultate. Die Diffusionskoeffizienten sind wie eben aus- 
einandergesetzt berechnet worden. Es bedeutet c die Konzentration 
der Lösung, ausgedrückt in der Anzahl Gramm Kristallsalz auf 
100 cem Wasser. 7 ist die Stärke des primären Stromes während 
der Ladungszeit L ausgedrückt in Ampere, t die Temperatur, 4t die 
durchschnittliche Änderung der Temperatur bei einem Versuch in 
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: eae A . cm 
der Stunde, k der Mittelwert des Diffusiouskoeffizienten in —— und 


Tag 
4k die Schwankung von k innerhalb eines Versuches. 
Tabelle 2. 
Nr | C i L t at | k Ak 
Proz 
1. Versuche mit Zinksulfat. 

1 10,0 0,090 | 2h | 17,70 | 0,0680 0,38425 14,5 

2 2 i 19,2 | 0,060 0,35141 7,1 

3 15' 17,8 0,133 0,31383 22,6 

4 30 18,5 0,029 0,38837 5,4 

5 45 18,5 0,027 0,33814 12,2 

6 1 18,5 0,002 0,38333 10,1 

Mittelwert — | — 18,5 — 0,36905 — 

7 31,2 0,090 | 2 15,3 0,140 0,31910 24,5 

8 1 30 15,9 0,098 0,28681 23,8 

9 20 16,4 — 0,022 0,31566 9,4 

10 10 15,6 — 0,018 0,31453 14,6 

11 10 14,9 0,128 0,26682 25,2 

Mittelwert | — = 15,6 = 0,30058 = 

12 72,798 | 0,090 | 2 14,6 0,096 0,27967 14,2 

13 2 13,5 0,127 | 0,26068 0,3 

14 1 13,5 0,083 0,25640 9,5 

15 1 13,3 0,093 0,26919 4,9 

16 25 12,6 0,157 0,31083 22,7 

17 25 11,0 0,176 0,30215 10,1 

Mittelwert — | — 13,1 — 0,27982 — 

2. Versuche mit Kupfersulfat. 

18 16,0 0,070 55 11,5 0,215 0,29456 2,8 

19 0,030 55 11,5 0,186 0,27054 11,3 

20 | 0,055 25 10,6 0,123 0,25292 7,7 

Mittelwert — — 11,2 — 0,27265 

21 8,0 0,055 | 2 10,3 0,126 0,24125 2,4 

22 0,055 | 1 10,7 0,172 0,31760 11,8 

23 0,055 30 10,8 0,083 0,26128 12,6 

Mittelwert — — 10,6 — 0,27338 — 

24 | 4,0 0,045 | 1 10,6 ` 0,200 0,35031 12,3 

3. Versuche mit Kupferchlorid. 

25 10,0 0,019 | 1 10,0 0,167 0,47810 31,6 

26 0,040 | 1 11,2 0,101 0,44140 22,2 

Mittelwert — — 10,6 — 0,45975 — 
Wie aus Tabelle 1 hervorgeht — und das gilt für alle meine 
Beobachtungen — sinkt der Diffusionskoeffizient auch nach An- 


bringung der Korrektion für die Anfangspolarisation anfangs mit 
der Zeit, um darauf nach Erreichung des Minimalwertes zu steigen. 
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Die Schwankungen des Wertes des Diffusionskoeffizienten betragen 
trotz der Korrektion bis etwa 25 Proz. (Tab. 2, Nr. 3, 7, 8, 11, 16). — 
Aus der Tabelle 2 ergibt sich ferner, soweit die Unregelmäßigkeiten 
in den Versuchen einen solchen Schluß zulassen, daß der Diffusions- 
koeffizient von der Ladungszeit unabhängig ist. Ferner sieht man, 
daß Temperaturschwankungen innerhalb der bei den Versuchen vor- 
kommenden Grenzen nicht der Grund, wenigstens nicht der einzige, 
für die Unbestimmtheiten der errechneten Diffusionskoeffizienten sein 
können; denn bei guter Temperaturkonstanz, wie bei Versuch 6, 9 
und 10, treten dieselben Differenzen von k auf wie bei größeren 
Temperaturschwankungen. | 

Zusammenfassend ergibt sich aus den Versuchen, daß die Methode 
unbrauchbar ist. Der Grund liegt sicherlich in der störenden An- 
fangspolarisation der Metallplatten. Auch das Korrektionsglied von 
Seitz ist nicht imstande, die Unregelmäßigkeiten aus der Methode 
zu entfernen. Es ist auch gewiß fehlerhaft, für eine ganze Beob- 
achtungsreihe, innerhalb welcher die Polarisation nicht konstant ist, 
ein und dasselbe Korrektionsglied zu verwenden. 

Um diese Fehlerquelle zu eliminieren, habe ich versucht, ob man 
nicht brauchbare Werte erhielte, wenn man das Korrektionsglied 
anders berechnet. Zu dem Zwecke nahm ich nicht aus allen Kor- 
rektionsgliedern das Mittel, sondern nur aus je 7 Korrektionsgliedern, 
die sich jedesmal aus einer zweistündigen Beobachtungsdauer ergeben. 
Mit diesen korrigierte ich die zugehörigen Galvanometerablesungen 
und berechnete dann aus diesen die Koeffizienten k. So konnte ich 
zwar für die Beobachtung von je zwei Stunden eine ziemliche Kon- 
stanz für % erreichen, aber die Werte schwankten wieder je nach der 
Zeit, welche ich der Rechnung zugrunde legte, sehr stark, und 
zwar noch mehr als die nach dem Verfahren von Seitz berech- 
neten k-Werte. So erhielt ich für eine Versuchsreihe folgende Werte 
von & in = 0,266 34, 0,293 51, 0,28084, 0,21099, 0,21075. Während 
die Methode von Seitz für denselben Versuch Werte von 0,24195 
bis 0,267 22 m für k ergibt. Seitz benutzte bei den von ihm aus- 
geführten Versuchen meist nur Beobachtungsreihen von ein bis zwei, 
selten drei Stunden. Daraus mag sich die bessere Konstanz, die er 
bei seinen Versuchen für k fand, erklären. 

Endlich suchte ich durch graphische Ausgleichung der Korrck- 
tionsglieder zum Ziele zu kommen. Ich trug die Korrektionsglieder 
der Reihe nach in gleichen Abszissenabständen als Ordinaten in 
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Koordinatenpapier ein, zog eine Ausgleichskurve und korrigierte nun 
die Galvanometerablesungen mit den sich aus der Kurve ergebenden 
zugehörigen Korrektionswerten und berechnete nun die Koeffizienten k. 
Doch auch auf diese Weise ließ sich für k keine Konstanz erzielen. 
Die Werte von k, die ich so erhielt, weichen außerdem von den nach 
dem Verfahren von Seitz erhaltenen Werten erheblich ab. So 
schwanken die Werte, die ich nach dieser Methode für % erhielt, 


2 
zwischen 0,11165 und 0,19377 Tag’ während die Berechnung nach 
2 
Seitz Werte zwischen 0,25058 und 0,28659 m, für k ergeben. 


Man erkennt aus diesen und den oben angeführten Zahlen, daß 
je nach der Art und Weise, wie man das Korrektionsglied berechnet, 
ganz verschiedene Werte für k erhalten werden. Berücksichtigt man 
ferner, daß auch in der Seitzschen Arbeit das Korrektionsglied die 
direkt gefundenen k-Werte um über 15 Proz. ändert und die Werte 
des Korrektionsgliedes je nach der Grundlage, welche man der Be- 
rechnung zugrunde legt, ganz verschiedene Werte annehmen und 
die Werte für k infolgedessen über 100 Proz. voneinander verschieden 
werden und außerdem in einer Reihe nicht konstant sind, so muß 
man den Schluß ziehen, daß die Webersche Methode keine zuver- 
lässigen Resultate liefert. Es dürfte sich daher empfehlen, sie bei 
einer Neuauflage des Lehrbuches der praktischen Physik von Kohl- 
rausch zu streichen. | 

Herrn Geh. Rat. Gerhard Schmidt spreche ich für die An- 
regung zu dieser Arbeit und seine stete Hilfe und Herrn Prof. 
Kratzer für seine freundlichen Ratschläge zum Ausgleich der 
Kurven meinen verbindlichsten Dank aus. 
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Die Unterscheidung von Radium, Mesothor 
und Radiothor durch Gammastrahlenmessung. 
Von W. Bothe in Charlottenburg. 

(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 21. März 1924.) 


Von allen Methoden zur Unterscheidung der drei Gammastrabler 
Ra, MsTh, RaTh ist die „Absorptionsmethode“ die einfachste und 
bequemste. Ihre Empfindlichkeit kann durch konzentrische An- 
ordnung von Präparat, Bleifiltern und Ionisationsraum so weit ge- 
steigert werden, daß sie, von einem selten vorkommenden Ausnahme- 
fall abgesehen, in allen praktischen Fällen zum Ziele führt. Das 
hier beschriebene Instrument ist nach entsprechender Eichung auch 
für quantitative Bestimmungen der Zusammensetzung gamma- 
strahlender Präparate geeignet. 


Einleitung. In der Praxis entsteht häufig die Aufgabe zu 
entscheiden, ob ein gegebenes Gammastrahlenpräparat aus Radium, 
Mesothor oder Radiothor oder auch einem Gemisch dieser Elemente 
besteht. Es ist z. B. bekannt, daß die Ausgangsmaterialien für die 
technische Mesothorgewinnung stets Radium enthalten, welches sich 
wegen seiner Isotopie mit Mesothor von diesem nicht trennen läßt. 
Umgekehrt kommen für die Radiumgewinnung nicht immer thorfreie 
Mineralien zur Verwendung, wodurch die Möglichkeit eines mehr oder 
weniger beträchtlichen Mesothorgehaltes bei Radiumpräparaten gegeben 
ist. Für die Entscheidung solcher Fragen kommen hauptsächlich 
folgende Methoden in Betracht: 

a) Das Präparat wird durch Austreiben der Emanation aus dem 
radioaktiven Gleichgewicht gebracht und die Änderung der Aktivität 
ermittelt; man kann auch die Emanation selbst auf einen etwaigen 
Gehalt an Th Em untersuchen. In beiden Fällen muß das Präparat 
geöffnet werden, eine Operation, zu welcher man sich meist wegen 
der Gefahr des Substanzverlustes nur sehr schwer entschließt. 

b) Die y- Aktivität des gasdicht eingeschlossenen Präparates wird 
mehrmals in Abständen von mehreren Monaten gemessen. Da die 
Halbwertzeiten des Ms Th und Ra Th nur nach wenigen Jahren zählen, 
dagegen die des Ra 1730 Jahre beträgt, so bedeutet eine Änderung 
der y-Aktivität, daß das Präparat jedenfalls nicht aus reinem Ra be- 
steht. Hierbei ist zu beachten, daß die y-Strahlung eines Ms Th- 
Präparates wegen der Nachbildung von Ra Th etwa zwei Jahre nach 
der Herstellung durch ein flaches Maximum geht und daher längere 
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Zeit merklich konstant ist!); in solchem Falle müssen sich daher die 
Messungen über einen besonders langen Zeitraum erstrecken, um zu 
einem sicheren Resultat zu führen. Für eine rasche Entscheidung 
kommt diese Methode nicht in Frage. 

c) M. Curie?) schlägt vor, die verschiedene Wärmeentwicklung 
von Ra und Ms Th (bezogen auf gleiche y-Aktivität) zur Unterscheidung 
heranzuziehen. Die Methode scheint recht delikat zu sein, genauere 
Erfahrungen über ihre Anwendbarkeit liegen noch nicht vor. 

d) Man vergleicht das zu untersuchende Präparat durch Gamma- 
strahlenmessung mit einem Ms Th- und Ra Th-freien Ra- Präparat 
unter Einschaltung von Bleifiltern variabler Dicke zwischen den Präpa- 
raten und dem Meßinstrument. Die Absorptionskoeffizienten in Blei 3) 
sind für die y-Strahlen von 


Ra(RaC) MsTh(MsTh,) RaTh(ThC”) 
0,50, 0,62, 0,46 em-1. 


Sinkt demnach mit zunehmender Filterdicke das Ra- Äquivalent des 
Präparates, so läßt dies mit Sicherheit auf einen MsTh-Gehalt des 
Präparates schließen, während ein Steigen des Ra-Aquivalents be- 
deutet, daß das Präparat Ra Th enthält. Die Hauptschwierigkeit bei 
dieser Methode liegt darin, daß die Absorptionskoeffizienten der drei 
y-Strahlenarten nur wenig voneinander verschieden sind; man muß 
daher verhältnismäßig große Filterdicken anwenden, um größere Ände- 
rungen des Ra-Äquivalents zu erhalten; dadurch wird aber die y-Strah- 
lung so stark geschwächt, daß bald die Meßgenauigkeit nicht mehr 
ausreicht. 

Eingehende sorgfältige Untersuchungen nach dieser letzten Me- 
thode wurden bereits vor längerer Zeit von Hahn ausgeführt). Die 
dabei verwendeten Bleifilter hatten bis 4,5cm Stärke (einschließlich 
Elektroskopwandung) und wurden in Form von Hohlzylindern um 
das Präparat gelegt; das Meßinstrument befand sich in 30cm Ent- 
fernung vom Präparat. Mit dieser Anordnung ergaben sich bereits 
sehr beträchtliche Änderungen des Ra-Äquivalents von reinen Ms Th- 
und RaTh-Präparaten; z. B. betrug für Ra, Ms Th und RaTh der 
durch 4,5cm Blei hindurchgehende Bruchteil der Strahlung bezüglich 
10,63, 7,79 und 14,27 Proz. derjenigen Strahlung, welche durch 0,5 cm 


1) Vgl.Meyeru.v.Schweidler, Radioaktivität, S. 407, Fig. 87. Leipzig 1916. 

2) M. Curie, C. R. 172, 1022, 1921. 

3) Meyer und v. Schweidler, a.a.O., S. 252. 

4) O. Hahn, Strahlentherapie 4, 154, 1914; siehe auch St. Meyer und 
V. Hess, Wien. Ber. 128, 1443, 1914. 
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Blei hindurchgelassen wurde. Dies bedeutet eine Änderung des Ra- 
Äquivalents von 7,79/10,68— 1 = —- 26,7 Proz. für Ms Th und 
14,27 /10,63 — 1 = + 34,3 Proz. für Ra Th. Weniger günstig werden 
die Verhältnisse, wenn ein Gemisch von zweien dieser drei Radio- 
elemente vorliegt, denn für ein solches werden in jedem Falle die. 
Unterschiede kleiner als für die reinen Elemente. Insbesondere gibt 
es ein gewisses kritisches Mischungsverhältnis von MsTh:Ra Th, bei 
welchem die größere Weichheit der Ms Th- Strahlen gegenüber den 
Ra-Strahlen im Mittel kompensiert wird durch die größere Härte der 
Ra Th-Strahlen, so daß über den ganzen Bereich der Filterdicke von 
0,5 bis 4,5cm Blei keine größere Änderung des Ra-Aquivalents ein- 
tritt. Dieses kritische Mischungsverhältnis durchläuft jedes Mesothor- 
präparat einmal, indem es Radiothor vom Nullbetrage bis zum Gleich- 
gewichtsbetrage nachbildet. In solchen Fällen wird das Resultat 
weniger sicher; dasselbe gilt auch, wenn ein Ra-Präparat nur geringere 
Beimengungen von MsTh oder RaTh enthält — ein in der Praxis 
ebenfalls häufig vorkommender Fall. Die Unsicherheit kann noch 
vergrößert werden durch folgenden Umstand: Ein Ra-Präparat sendet 
außer den harten y-Strahlen des RaC noch die etwa fünfmal weicheren 
des RaB aus. Diese sind einerseits weich genug, daß sich ihre Ab- 
sorption in dem Präparat selbst und seiner Umhüllung schon deutlich 
bemerkbar machen kann, andererseits aber auch hart genug, um Blei- 
dicken von der Größenordnung lcm noch in merklichem Betrage zu 
durchdringen. Daher hängt die anfängliche Änderung des Ra-Äquiva- 
lents bei kleinen Bleidicken in gewissem Grade ab von der Form 
und Konzentration der zu vergleichenden Präparate So kann z. B. 
eine anfängliche Zunahme des Ra-Äquivalents dadurch vorgetäuscht 
werden, daß das zu untersuchende Präparat aus viel Substanz besteht 
und in ein dickwandiges Metallrohr eingeschlossen ist, während das 
Normal-Ra-Präparat hochkonzentriert und in ein dünnes Glasrohr ein- 
geschmolzen ist. Man sieht hieraus, daß Messungen bei cu kleinen 
Filterdicken nicht immer sichere Schliisse zulassen. 

Die groBen Vorteile der , Absorptionsmethode“: schnelle und ein- 
fache Ausführbarkeit ohne Öffnen des Präparates ließen es wiinschens- 
wert erscheinen, ihren Anwendungsbereich nach Möglichkeit zu er- 
weitern, so daß auch in ungünstigen Fällen, wie den soeben erwähnten, 
Aufschlüsse über die Zusammensetzung eines Präparates zu erhalten 
sind. Hierzu ist es nötig, zu noch größeren Filterdicken überzugehen 
und die Empfindlichkeit des Meßinstrumentes entsprechend zu steigern. 
Dies ist in erheblichem Maße gelungen mit der im folgenden be- 
schriebenen Meßeinrichtung. 
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l. Das Meßinstrument ist in Fig. 1 dargestellt. Die Anord- 
nung der Bleifilter und der lonisationskammer ist konzentrisch um 
das Präparat P herum; dadurch wird ein sehr hoher Ausnutzungsgrad 
der y-Strahlen für die Ionisation erreicht. I bis IV sind vier aus- 
einandernehmbare Hohlzylinder aus Blei von 23cm Höhe. Die Wand- 


stärke von I beträgt 3,5cm, die der übrigen 
drei Filter 2,5cm, so daß bei Einschaltung 
aller Filter die y-Strahlen eine Bleidicke von 
mindestens ll cm zu durchsetzen haben, bevor 
sie in den ringförmigen Jonisationsraum J ge- 
langen. Bei den weiter unten beschriebenen Messungen wurden 
folgende Filterkombinationen benutzt: 

I+ IL = 6,0cm, 

I+ I +i = 85cm, 

‘ I+ I +I + IV = 11,0cm; 
ferner wurde bisweilen noch IV ersetzt durch einen Zylinder von 
größerer Bohrung und 1,6cm Wandung, so daß in diesem Falle die 
Filterdicke 10,1 cm betrug. Die Ionisationskammer J hat innen 25, 
außen 56cm Durchmesser. Die Wandungen sind aus starkem Eisen- 
blech; von einer Auskleidung mit Blei wurde Abstand genommen, 
um die natürliche Zerstreunng möglichst niedrig zu halten. Die innere 
Elektrode E bildet ein 7cm hoher Ring aus Eisenblech, welcher an 
drei runden Schwefelstäbchen S aufgehängt ist. Die Art der Auf- 
hängung zeigt Fig.la. Der Schwefelstab S ist von einem Messing- 
ring R umgeben, welcher durch zwei verstellbare Spitzen Sp in seiner 
Lage gehalten wird und unten die Aufhängestütze für E trägt. Jeder 
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Schwefelstab überbrückt ein rundes Loch im Deckel der Ionisations- 
kammer und ist auf dem Deckel leicht aufgekittet; die Auflagestellen 
sind mit Stanniol Z überzogen. Zwei der Isolatoren sind mit Blech- 
kappen K bedeckt, während der dritte das Goldblattsystem G trägt. 
Dieses ist, wie üblich, mit einem Blechkasten bedeckt, in dessen 
Wänden zwei Glasfenster F' zum Ablesen angebracht sind; die obere, 
verschließbare Öffnung O dient zum Aufladen des isolierten Systems. 
Das Instrument ist auf einem Holztisch frei aufgestellt. Ein störender 
Einfluß etwaiger Sekundärstrahlen von der Umgebung her konnte 
nicht festgestellt werden. 

Das Instrument zeichnet sich durch außerordentliche Konstanz 
der Ablesungen aus; dies dürfte teils auf die geringe Berührungs- 
fläche zwischen Isolator und geladenem System, teils auf das große 
Ionisationsvolumen zurückzuführen sein. Die natürliche Zerstreuung 
ist während einer Messung auf weniger als 0,01 Skt./min konstant, 
während andererseits die Proportionalität zwischen y-Strahlung und 
Abfallgeschwindigkeit bis zu etwa 50 Skt./min gesichert werden konnte. 
Es ist also ein Meßbereich von fast 1:100 verfügbar. Die Empfind- 
lichkeit ist groß genug, daß noch Präparate von 5mg Ra-Aquivalent 
durch die volle Bleidicke hindurch mit ausreichender Genanigkeit ge- 
messen werden können. Die große Empfindlichkeit hat zwar anderer- 
seits zur Folge, daß man mit der Filterdicke im allgemeinen nicht 
unter 6cm (Filter I + II) beruntergehen kann, da dann die Ablauf- 
geschwindigkeit zu groß wird, doch bereiten Absorptionsmessungen 
mit Bleidicken bis herauf zu 5cm keinerlei Schwierigkeiten und lassen 
sich mit jedem gewöhnlichen y-Strahleninstrument ausführen. Bei den 
weiter unten beschriebenen Versuchen diente hierzu ein Prüfinstru- 
ment der Reichsanstalt. Dieses hatte eine zylindrische Ionisations- 
kammer aus Blei von 18cm Durchmesser und llcm Tiefe, welche 
von einer Stirnseite aus größerer Entfernung bestrahlt wurde; die 
Filter wurden in Form von Bleiplatten unmittelbar vor die Stirnseite 
der Kammer gesetzt. 

2. Die Messungen. In Fig. 2 ist für verschiedene Präparate 
das Ra- Äquivalent A als Funktion der Filterdicke D aufgetragen; 
dabei ist die Elektroskopwandung in D eingerechnet. Mit Ausnahme 
von VII waren alle benutzten Präparate hochkonzentriert und in Glas- 
röhrchen von einigen !/,, mm Wandstärke eingeschlossen. Die Einzel- 
messung verlief in der Weise, daß für eine bestimmte Filterkombi- 
nation die Ablaufgeschwindigkeit des Goldblattes bestimmt wurde, 
einmal für das zu untersuchende Präparat, dann für ein an der gleichen 
Stelle befindliches Ra-Normalpräparat der Reichsanstalt. Nach An- 
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bringen der Korrektion für die natürliche Zerstreuung wurde dann 
das Ra-Äquivalent des Präparates in der bekannten Weise berechnet. 
Der ,Normalwert* des Prä- 
parates, d.i. der durch 0,5 cm 
Blei erhaltene!), wurde 
gleich 1 gesetzt. Die an den 
beiden Instrumenten ausge- 
führten Messungen schlossen 
sich nicht ganz stetig an- 
einander an; dies ist auch 
wegen der verschiedenen 
Anordnung von Präparat und 
Filtern nicht zu erwarten 2). 
Es wurden deshalb in Fig. 2 
die mit dem neuen Instrument 
gemessenen Werte sämtlich 
nach der Seite größerer 
Filterdicken um 0,25 cm ver- 
schoben, so daß stetige Kur- 
ven entstanden. Sämtliche 
ausgezogenen Kurven sind 
direkt experimentellermittelt. 
Zu den einzelnen Kurven 
ist folgendes zu bemerken: 
Kurve I, die Gerade 
A = 1l, gilt natürlich für 
ein reines Ra-Präparat. 
Kurve II wurde mit 
einem RaTh-Präparat von 


Fig. 2. 

I reines Radium, II reines Radiothor, III und 
2,72 mg Ra Normalwert auf- IV technisches Altmesothor, V und VI tech- 
genommen). Das Ra- Aqui- nisches Frischmesothor, aus Altmesothor ab- 
= . getrennt, VII technisches Frischmesothor, 
valent nimmt a wachsender VIII reines Mesothor, 1X technisches Meso- 
Filterdicke stetig zu bis zum thor mittleren Alters. 
2!’sfachen des Normalwertes. 

Kurven III und IV beziehen sich auf zwei „Altmesothor“-Präpa- 


rate, d. h. technische, radiumhaltige Ms Th-Präparate, welche durch 


1) Die Prüfungsscheine der Reichsanstalt für Ms Th- und Ra Th-Präparate 
lauten stets auf dasjenige Ra-Aquivalent, welches durch 0,5 cm Blei gemessen wird. 

2) Über den Einfluß der Versuchsanordnung bei Absorptionsmessungen vgl. 
Meyer und v. Schweidler, Radioaktivität, S. 228. 

3) Herrn Dr. Wolf von der Deutschen Gasglühlicht-Auergesellschaft bin ich 
für die leihweise Überlassung des schönen Präparates zu großem Dank verpflichtet. 
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mehrjähriges Altern bereits viel Ra Th nachgebildet hatten; ihre 
Normalwerte betrugen 6,69 bzw. 32,50 mg Ra. Genauer bekannt war 
nur die Geschichte des Präparates III, sein Alter konnte zu etwa 
neun Jahren ermittelt werden; es ist daher anzunehmen, daß es Ra Th 
beinahe im Gleichgewichtsbetrage enthielt. Über den Ra-Gehalt der 
beiden Präparate konnte keine Auskunft erhalten werden (vgl. jedoch 
Ziffer 4). Die Kurven steigen wegen der weicheren Ms Th - Strahlung 
weit weniger stark an als die Ra Th-Kurve II. 

Kurven V und VI wurden mit zwei „Frischmesothor“- Präparaten 
von 9,50 bzw. 14,17 mg Ra erhalten. Die Präparate waren wenige 
Wochen vor der Messung aus Altmesothorpräparaten durch Abtrennung 
des RaTh gewonnen worden und enthalten daher außergewöhnlich 
viel Ra. Charakteristisch ist für diese Kurven der anfängliche schwache 
Anstieg des Ra-Äquivalents, der Durchgang durch ein Maximum bei 
etwa lcm Blei und der dann folgende starke Abfall. Das Maximum 
ist bereits von Hahn (a. a. O.) festgestellt worden, es erklärt sich aus 
der weichen y-Strahlung des RaB, welche das Ra-Normalpräparat 
aussendet, und welche sich bei kleinen Filterdicken in der Weise 
bemerkbar macht, daß sie die mittlere Absorbierbarkeit der Ra-Strah- 
lung noch über diejenige der Ms Th-Strahlung hinaufdrückt; bei etwas 
größeren Filterdicken dagegen ist die Ra B-Strahlung bereits völlig 
absorbiert, so daß jetzt die Ms Th-Strahlung die weichere ist. Der 
parallele Verlauf der beiden Kurven V und VI läßt die erreichte 
Meßgenauigkeit (etwa + 1 Proz.) erkennen. 

Kurve VII gilt ebenfalls für ein wenige Wochen altes Ms Th- 
Präparat, welches aber anscheinend direkt aus dem Thormineral ab- 
getrennt war, denn die stärkere Änderung des Ra-Aquivalents gegen- 
über V und VI deutet auf einen beträchtlich geringeren Ra-Gehalt 
hin. Der Normalwert des Präparates betrug 13,01 mg Ra; leider war 
es nur schwach konzentriert, es hatte ein Volumen von etwa 10cm}, 
für genauere Messungen konnte es daher wegen der schlechten geo- 
metrischen Definition und der Unsicherheit bezüglich der Selbst- 
absorption nicht herangezogen werden. 

VIII ist die indirekt ermittelte Kurve für reines (Ra- und Ra Th- 
freies) Ms Th. Reines Ms Th ist sehr schwer zu erhalten, es muß in 
Ra-freien Thorsalzen mehrere Jahre lang angereichert und dann ab- 
getrennt werden. An einem solchen Präparat sind von Hahn (a.a. O.) 
eingehende Messungen durchgeführt worden, deren Resultate zwar 
(wegen der Verschiedenheit der Meßanordnungen) hier nicht einfach 
übernommen, aber doch auf unsere Meßanordnung umgerechnet werden 
können. Die Umrechnung wurde ausgeführt an Hand der beider- 
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seitigen Kurven fiir RaTh, indem aus Kurve II diejenigen Filter- 
dicken ermittelt wurden, für welche das Ra- Äquivalent von Ra Th 
ebenso groß ist wie bei Hahns Anordnung für 3,5, 4 und 4,5 cm Blei. 
Auf diese Weise wurde der Anfangsteil der Kurve VIII ermittelt. 
Die Fortsetzung für größere Bleidicken wurde aus Kurve V abgeleitet, 
indem alle Abstände zwischen V und I in gleichem Verhältnis ver 
größert wurden. . Über die Berechtigung dieses Verfahrens vgl. weiter 
unten (Ziffer 3). Die so erhaltene Ms Th-Kurve VIII soll nur als 
provisorische gelten, sie wird kontrolliert werden, sobald mir ein ge- 
eignetes Präparat zur Verfügung steht. 

Die Kurve IX ist das Mittel aus III und VI, sie entspricht also 
einem Gemisch aus gleichem Teile der Präparate III und VI. 

Man ersieht aus den Kurven II und VIII, daß die maximale 
Änderung des Ra-Äquivalents bei reinem Ms Th etwa das Dreifache, 
bei reinem Ra Th mehr als das Vierfache derjenigen bei Hahn ist. 

3. Berechnung der Kurven für beliebige Gemische. Aus 
den Kurven der reinen Radioelemente (I, II, VIII) lassen sich die- 
jenigen für beliebige Gemische derselben leicht ableiten. Nehmen 
wir an, wir hätten ein Ra-, ein Ms Th- und ein Ra Th-Präparat von 
den Normalwerten R, M, T. Bei Filterung durch eine bestimmte 
Bleidicke besitzen diese Präparate dann die Ra-Aquivalente R, Avm M, 
ArT. Mischen wir jetzt die drei Präparate, so hat das Mischpräparat 
den Normalwert R+ M + T und, bei der gleichen Filterdicke wie 
vorher, das relative Ra-Aquivalent: 


R + AvirM + AuT - 
R+M4+T 
Bezeichnet man nun die Bruchteile, zu welchen die drei Radioelemente 
in dem Mischpräparat enthalten sind, mit 
R = M = Ẹ _ 
R+M+T °” Rraı m ” REMIT 


ferner die Unterschiede der relativen Ra-Aquivalente gegen 1 mit 


A= 


t, 


Avu — l = a, Án — l = a, A—l =a, 
so wird einfach 
a = Amm + arr. (1) 
Hierin sind a„ und a, bekannte Funktionen der Filterdicke (Kurven VIII 
und II), ans welchen sich nach (1) a als Funktion der Filterdicke 
bestimmt. Für ein Präparat, welches nur Ra und Ms Th enthält, gilt 


für alle Filterdicken 
a 
q 7 m = Const. (2) 
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Von diesen Beziehungen wurde bereits in Ziffer 2 Gebrauch gemacht 
bei der Ermittlung der Kurven VIII und JX. 


4. Praktische Anwendungen. Wie man leicht einsieht, ist 
ein technisches Ms Th-Präparat von der Zusammensetzung IX un- 
gefähr das ungünstigste für die Unterscheidung von Ra, welches vor- 
kommen kann, da die Kurve die kleinste maximale Abweichung von I 
aufweist; immerhin beträgt diese maximale Abweichung noch etwa 
6 Proz. und ist mit Sicherheit feststellbar. Bei größerem Ra Th-Gehalt 
(größerem Alter) nimmt die Abweichung bei großen Filterdicken zu, 
bei geringerem Ra ’Th-Gehalt (geringerem Alter) dagegen diejenige 
bei mittleren Filterdicken. Ein technisches Mesothorpräparat 
ist also unter allen Umständen als solches leicht erkennbar, 
selbst wenn es 50 Proz. Ra enthält. 

Enthält ein Ra-Präparat geringere Verunreinigungen (etwa nur 
10 Proz.) von Ms Th und Ra Th, so ist die Unterscheidung von reinem 
Ra nicht immer so deutlich, da allgemein mit zunehmendem Ra-Gehalt — 
die Kurve sich mehr und mehr der Geraden I nähert. Zweifel können 
hier insofern entstehen, als das dem Präparat etwa beigemengte Ms Th 
und Ra Th sich gerade in dem kritischen Mischungsverhältnis befinden 
kann, welches der Kurve IX entspricht; in diesem Falle würde näm- 
lich die maximale Änderung des Ra-Äquivalents bei 10 Proz. Verun- 
reinigung nicht mehr als 1 Proz. betragen, das ist ein Unterschied, der 
sich im allgemeinen nicht mit Sicherheit feststellen läßt. Kann man 
nicht aus der Vorgeschichte des: Präparates ersehen, daß dieser Fall 
ausgeschlossen ist, 80 ergibt sich die Notwendigkeit, die Untersuchung 
nach einigen Monaten zu wiederholen, wo dann die Kurve sich mehr 
von I entfernt haben müßte, oder überhaupt die Methode mit einer 
der anderen in der Einleitung genannten zu kombinieren. | 

Auch eine quantitative Analyse radioaktiver Präparate scheint 
in vielen Fällen nach der beschriebenen Methode möglich. Hat man 
die Kurve für das fragliche Präparat aufgenommen, so kann man die 
Gleichung (1) für zwei Kurvenpunkte ansetzen und daraus den Ms Th- 
und Ra Th-Gehalt (m und t), berechnen. Auf diese Weise ergibt sich 
z. B. für das Präparat IV folgende Zusammensetzung: 


IV = 27,8 Proz. Ra + 28,6 Proz. Ms Th + 43,6 Proz. Ra Th. 


Die mit diesen Werten berechnete Kurve ist die in Fig. 2 eingetragene; 
man sieht, daß sie sämtliche Meßpunkte gut aufnimmt. Bezüglich 
der allgemeinen Anwendbarkeit dieses einfachen Verfahrens ist ein 
abschließendes Urteil noch nicht möglich, da mangels geeigneter Präpa- 
rate noch nicht die hierzu nötigen Erfahrungen gemacht werden konnten. 
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In den besonderen Fällen aber, wo eine Beziehung zwischen den ein- 
zelnen Komponenten des Präparates von vornherein gegeben ist, führt 
das Verfahren jedenfalls mit Sicherheit zum Ziele. Solcher Fälle, 
welche praktisch in Frage kommen, sind insbesondere drei möglich: 

a) Das Präparat ist ein Frischmesothorpräparat, enthält also keine 
merklichen Mengen Ra Th. In diesem Falle bestimmt sich der Ms Th- 
Gehalt m einfach aus Gleichung (2). Für die Präparate V und VI 
der Fig. 2 ergeben sich so beispielsweise 51,5 und 57 Proz., für das 
schlecht definierte Präparat VII etwa 70 Proz. Ms Th; der Rest ist 
Ra. Werte von dieser Größe sind nach der Herkunft der Präparate 
auch zu erwarten. 

b) Der prozentuale Ra-Gehalt r des Präparates ist bekannt. In 
diesem Falle tritt zu Gleichung (1) die Bedingung hinzu: m + t = 1—r, 
so daß sich m und t unmittelbar berechnen lassen. Aus dem Ver- 
haltnis ¢:m läßt sich dann auf das Alter des Präparates schließen. 

c) Das Verhältnis Ra Th: Ms Th = t:m ist bekannt, etwa aus 
dem Alter des Präparates, daun läßt sich in analoger Weise der 
Ra-Gehalt ermitteln. 

In jedem dieser drei Fälle liefert schon ein Punkt der Kurve 
das Resultat; die Übereinstimmung der mit verschiedenen Kurven- 
punkten erhaltenen Werte gibt einen Maßstab ab für die Zuverlässig- 
keit des Resultates. Dabei ist aus den oben bereits angegebenen 
Gründen das Hauptgewicht auf die Messungen bei großen Filter- 
divken zu legen. 


Zusammenfassung. Ks wird eine Meßeinrichtung beschrieben, 
mittels welcher Gammastrahlenpräparate von etwa 5mg Ra-Äquivalent 
aufwärts durch Bleifilter bis zu 11cm Gesamtdicke gemessen werden 
können. Das Instrument ermöglicht eine sichere Entscheidung darüber, 
ob ein vorliegendes Präparat aus Radium oder technischem Mesothor 
beliebigen Alters besteht. Auch geringere Mesothorbeimengungen in 
Radiumpräparaten lassen sich bis auf einen relativ seltenen Ausnahme- 
fall erkennen. Quantitative Bestimmungen der Zusammensetzung eines 
Präparates sind zum mindesten in gewissen Fällen möglich; hierüber 
sind weitere Erfahrungen abzuwarten. 


Charlottenburg, Februar 1924. 
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Versuch einer Hypothese zur Deutung der letzten 
Resultate des Michelsonschen Versuches. 
Von L. Strum in Kiew. 


(Eingegangen am 21. März 1924.) 


Der letzthin von D.C. Miller von neuem durchgeführte Michelsonsche 
Versuch ergab zwar ein positives, aber von der Theorie abweichendes 
Resultat. Die bisher vorgeschlagenen Hypothesen vermögen nicht die 
erhaltenen Resultate zu erklären. In der vorliegenden Abhandlung wird 
eine Hypothese vorgeschlagen, nach welcher die Lichtgeschwindigkeit 
eine Funktion der Geschwindigkeit der Lichtquelle ist. Die Funktion 
wird durch eine Reihe dargestellt, von der nur die ersten Glieder berück- 
sichtigt werden. Die Zeitdifferenz zweier Strahlen wird berechnet und 
das Ergebnis erlaubt das von Miller erhaltene partiell-positive Resultat 
zu interpretieren. 


Der berühmte Michelsonsche Versuch 1), der mit stets steigen- 
der Genauigkeit von Michelson und Morley?) und von Morley 
und Miller®) wiederholt war, ist bekanntlich jüngst mit besonderer 
Sorgfalt von Miller‘) auf der Sternwarte von Mount Wilson in Süd- 
kalifornien wiederholt durchgeführt worden. Die letzte Durchführung 
des Versuches hat, im Gegensatz zu den früheren Versuchen, positive 
Resultate ergeben. Es ist eine Verschiebung der Interferenzstreifen 
konstatiert worden, die sich periodisch bei der Drehung der Versuchs- 
vorrichtung mit einer Periode von einer halben Umdrehung ändert, 
wie es nach der Theorie zu erwarten war. Die Größe der Ver- 
schiebung ist aber zehnmal kleiner, als die von der Theorie voraus- 
gesehene. | 

Zur Deutung der negativen Resultate der früheren Durchführungen 
des Michelsonschen Versuches wurden, abgesehen von der Rela- 
tivitätstheorie, zwei Arten von Hypothesen vorgeschlagen. Nach der 
einen von ihnen5) wird der Weltäther von der sich bewegenden Erde 
mitgeführt. Nach der zweiten 6) ist die Lichtgeschwindigkeit für eine 
sich bewegende Lichtquelle gleich der Summe der Lichtgeschwindigkeit 
einer ruhenden Lichtqueile und der Geschwindigkeit der Lichtquelle, 


A. A. Michelson, Sill. Journ. 22, 120, 1881. 
A. A. Michelson and E. W. Morley, Phil. Mag. 24, 449, 1887. 
E. W. Morley and D. O. Miller, Phil. Mag. 9, 680, 1905. 
D. ©. Miller, Phys. Rev. 19, 407, 1922. 

6) @.G. Stokes, Mathematical and physical papers I, 134. 

6) W. Ritz, Ann. chim. phys. 13, 145, 1908; Arch. sc. phys. et nat. 26, 
209, 1908; Ges. Werke, 8.317 u. 427. R.C. Tolman, Phys. Rev. 35, 436, 1912. 
O. M. Stewart, Phys. Rev. 32, 418, 1910. 
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ähnlich wie die Geschwindigkeit eines Geschosses aus einem sich be- 
wegenden Geschütze sich additiv aus zwei Summanden ergibt, der 
Geschwindigkeit des Geschosses und der des Geschützes selbst. 

Diese Theorien vermögen aber nicht, die letzthin gewonnenen 
partiell-positiven Resultate zu erklären. Diese Resultate könnten 
mittels der folgenden Überlegungen gedeutet werden. 

Nehmen wir an, daß die Geschwindigkeit der von einem sich 
bewegenden Körper ausgesandten Lichtstrahlen eine Funktion der 
Geschwindigkeit der Lichtquelle ist. Der genaue Charakter der 
Funktion ist uns nicht bekannt. Zerlegen wir die Funktion in. eine 
Reihe von Potenzen der Geschwindigkeit v der Lichtquelle und be- 
schränken uns in der ersten Annäherung auf das erste Glied. Wir 


bekommen - c = o + av, (1) 


wo co die Lichtgeschwindigkeit für eine ruhende Lichtquelle, v 
die Geschwindigkeit der Lichtquelle, & ein Faktor, dessen Wert 
zwischen Null und Eins liegen muß, da c nicht kleiner als cy und 
nicht größer als co + sein kann. Bezeichnen wir die Weglänge des 
Lichtstrahles in der Richtung der Erdbewegung von der ersten halb- 
durchsichtigen Glasplatte bis zum Spiegel mit l 

Die Zeit, welche der Lichtstrahl zum Durcheilen dieses Weges 
braucht, ist ] 

= C+ av—v 

Die Geschwindigkeit des von dem bewegten Spiegel reflektierten 


Strahles ist 6 — av. 


Das Zeitintervall, in dem der Strahl von dem Spiegel bis zur 


Glasplatte zurückkommt, ist 
a= nat 

Den ganzen Weg in der einen und der anderen Richtung 
durchlegt der Strahl in der Zeit 

21co _ 21 

Co? — (1 — a)? v? Co 


‚2 
Ti = h + t = 1 + (1 — a)? =] (2) 
Bezeichnen wir die Zeit, in welcher der Strahl den Weg l längs 
der zweiten Abzweigung des Apparates in der Richtung senkrecht 
zur Richtung der Erdbewegung durcheilt, mit t. 
Da das Licht in diesem Falle eine Komponente der Geschwindig- 
keit ov senkrecht zur Geschwindigkeit c, erhält, so ist die Licht- 
geschwindigkeit auf diesem Wege gleich 


Yeo? + «202. 
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Der vom Lichtstrahl zurückgelegte Weg ist 


Yo? + «2 vt. 
Anderseits ist leicht zu sehen, daß dieser Weg gleich 
yl + 2212 
ist. 
Aus der Gleichung 


Veo? + a? vt = ya + eet 
folgt 


l l l n v 
= oe = lH |. 


Yo? — (1 — 002) v2 Co 


Das Zeitintervall, in dem der Strahl zur Glasplatte zurück- 
kommt, ist | 


21 1 v? | 
4 Ben an. wise — 73) — |. 
n=n= |1+ 50-0) 4] (3) 
Die Differenz der Durchlaufszeiten ist 
| p2 
AT =1,—T, =. 2 (1— 40-4 3.02). (4) 
Co Co? 


Gemäß der Lehre von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit 
ist diese Differenz gleich 


AT =——. (5) 


Wir bezeichnen den eingeklammerten Faktor in der Gleichung (4) 
durch k 
i k = l— 4a + 3u? | (6) 
Es ist leicht zu ersehen, daß die absolute Größe von k kleiner 

als Eins ist, wenn 

O<asl. 
Wird k gleich Null gesetzt, so bekommen wir für die Gleichung 
l— 4a +30 = 0 


zwei Lösungen, 


l 
~u = l und &=- 
3 
Die erste Lösung gibt die Theorie von Ritz wieder. Die zweite 
Lösung zeigt, daß auch bei einem partiellen „Ätherwind“ eine äußerst 
geringe oder gar zu vernachlässigende Verschiebung der Interferenz- 
streifen statthaben kann. Gemäß den letzten Beobachtungen von 


Miller können wir k = A setzen. Wir erhalten dann für k den 


10 
Wert 0,29. 
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Die gebrachten Ausführungen können nicht nur die negativen 
Resultate der früheren Durchführungen des Michelsonschen Ver- 
sucbes erklären, sondern sie ergeben auch eine Deutung für die 
partiell-positiven Resultate von Miller. Der künftigen Forschung 
dürfte es überlassen sein, die hier aufgestellte Hypothese zu be- 
stätigen oder zu widerlegen, je nachdem sie den Tatsachen entsprechen 
oder widersprechen wird. Sollte sie bestätigt sein, so ist die nächste 
Aufgabe, den Charakter und die pbysikalische Natur der vermuteten 
funktionellen Abhängigkeit der Licbtgeschwindigkeit von der Ge- 
schwindigkeit der Lichtquelle zu erläutern. Es ist die Möglichkeit 
nicht ausgeschlossen, daß diese Abhängigkeit verschieden für ver- 
schiedene Höhen ist, was aus der Abweichung der letzten Resultate 
von Miller, die in einer Höhe von 5900 Fuß gewonnen wurden, von 
den früheren Versuchen, die in einer mäßigen Höhe durchgeführt 
wurden, folgt. 

Zusammenfassung. Es ist eine Hypothese angegeben worden, 
die es gestattet, auf Grund einer Annahme über die funktionelle Ab- 
hängigkeit der Lichtgeschwindigkeit von der Geschwindigkeit der 
Lichtquelle selbst, die Resultate der bis jetzt durchgeführten Michel- 
sonschen Versuche mit negativem Resultat wie auch der Resultate 
der letzten Durchführung von Miller mit partiell-positivem Resultate 
zu erklären. 


Kiew, Polytechnisches Institut, Februar 1924. 
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Über den Einfluß der Konzentration auf die Polarisation 
der Fluoreszenz von Farbstofflösungen. 


Von E. Gaviola und Peter Pringsheim in Berlin. 
Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 24. März 1924.) 
Die Methode zur Messung des Polarisationsgrades eines Lichtstrahls 
mit Hilfe eines Glasplattensatzes wird diskutiert. Nach dieser 
Methode wird die Polarisation des Fluoreszenzlichtes von Farbstoff- 
lösungen in Glycerin bei Erregung mit linear polarisiertem Licht 
gemessen und eine starke Abhängigkeit von der Konzentration 
gefunden. Es wird nach einer möglichen Erklärung dieses Phä- 
nomens gesucht. Die Resultate sind am Schluß der Arbeit kurz 
zusammengefaßt. 


F. Weigert!) glaubte bei der Entdeckung der polarisierten 
Fluoreszenz von Farbstofflösungen aus seinen Beobachtungen schließen 
zu dürfen, daß unter sonst gleichen Bedingungen der Polarisations- 
grad für verschiedene Substanzen mit zunehmendem Molekulargewicht 
wächst. Wawilow und Lewschin?) dagegen gelangten zu dem Er- 
gebnis, daß bei hinreichender Zähigkeit des Lösungsmittels — etwa 
in Glycerin von 0° — der Polarisationsgrad des Fluoreszenzlichtes 
bei polarisierter Erregung für alle fluoreszierenden Farbstoffe den 
gleichen Wert von etwa 35 Proz. erreicht. Im Widerspruch hiermit 
haben Carrelli. und der eine von uns?) an festen gelatinösen Lösungen 
von Eosin, Fluorescein u. a. m. immer nur Polarisation von etwa 
20 Proz. gemessen, obwohl hier das Lösungsmittel sicher größere 
Zähigkeit besitzt als Glycerin. Eine neuerdings in anderem Zusammen- 
hang ausgeführte Versuchsreihe an verschieden tief mit Eosin an- 
gefärbten Gelatineplättchen zeigte nun, daß die Polarisation des 
Fluoreszenzlichtes sehr stark von der Konzentration der Lösung ab- 
hängt, in dem Sinne, daß die am dunkelsten gefärbten Proben die 
geringste, eventuell ganz verschwindende Polarisation aufwiesen. Be- 
kanntlich ist das Fluoreszenzlicht konzentrierter Lösungen infolge der 
teilweisen Überschneidung der Absorptions- und Emissionsbanden durch 
Reabsorption spektral verändert, in seinem Intensitätsschwerpunkt nach 
dem Rot zu verschoben. Daß nicht einfach dieser langwelligere Teil 
der Fluoreszenzbanden weniger polarisiert ist als der kurzwellige, 


1) Verh. d. D. Phys. Ges. 23, 100, 1920. 
2) ZS. f. Phys. 16, 135, 1923. 
3) Ebenda 17, 287, 1923. 
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haben schon Wawilow und Lewschin gezeigt; wir haben das da- 
durch bestätigt, daß wir das von einer verdünnten Lösung stammende 
stark polarisierte Licht nachträglich durch eine tief gefärbte Schicht 
filterten, ohne daß dabei der Polarisationsgrad merklich geändert 
worden wäre. 

Da aber Wawilow und Lewschin eine Abhängigkeit des Polari- 
sationszustandes von der Konzentration in Abrede stellen und da 
andererseits durch das Vorhandensein eines solchen Effektes manche 
scheinbare Widersprüche aufgeklärt werden konnten, wurden die be- 
schriebenen Versuche in quantitativer Weise weiterverfolgt. 

Um den Farbstoffgehalt bequem und sicher dosieren und variieren 
zu können, wurde an Stelle von Gelatine als Lösungsmittel wieder 
Glycerin gewählt; die Lösung wurde in eine Glasküvette von 1 mm 
Dicke mit planparallelen Verschlußplatten eingefüllt und mit dem 
durch ein Nicolsches Prisma polarisierten Licht einer Bogenlampe 
erregt; beobachtet wurde stets im durchfallenden Licht in Richtung 
des Primärstrahles, das Primärlicht selbst wurde durch gut kompen- 
sierte Farbfilter vollständig vom Auge abgeblendet. Der Polarisations- 
grad des Fluoreszenzlichtes wurde in der üblichen Weise durch 
Kompensation mit einem Glasplattensatz gemessen, indem dieser auf 
Verschwinden der Interferenzstreifen in einer Savartschen Platte 
eingestellt wurde. Diese Methode ist, zum mindesten für geringe 
Polarisationsgrade, bedeutend empfindlicher als das Cornusche Polari- 
meter; der Einwand von Wawilow und Lewschin, daß man so bei 
schwachen Intensitäten aus physiologischen Gründen die Streifen zu 
früh verschwinden sieht und demnach zu kleine Polarisationsgrade 
mißt, ist hinfällig, wenn man, wie das auch meist getan wird, nicht 
auf das. Verschwinden der Streifen einstellt, sondern die Platten 
weiterdreht, bis die Streifen wieder erscheinen und dann das Mittel 
aus diesen beiden Einstellungswinkeln in die Rechnung einsetzt; auf 
solche Weise wird durch kleine Lichtstärke wohl die absolute Meß- 
genauigkeit herabgedrückt, aber nicht das Ergebnis einseitig verfälscht. 

Dagegen darf die Berechnung des Polarisationsgrades aus der 
Kompensationseinstellung des Glasplattensatzes nicht — wie es in der 
Regel geschieht — nach der einfachen im Drudeschen Lehrbuch 
der Optik angegebenen und aus diesem z. B. von Wood und Dunoyer 
übernommenen Formel durchgeführt werden, sobald es sich um einiger- 
maßen größere Werte handelt; diese Formel berücksichtigt nämlich 
nur den direkt durch die Platten hindurchgegangenen Anteil der 
auffallenden Strahlung, vernachlässigt dagegen die mehrfachen Re- 
flexionen zwischen den einzelnen Oberflächen, was bei steiler Inzidenz 


26 E. Gaviola und Peter Pringsheim, 


in Anbetracht des dann nur geringen Reflexionsvermögens ohne großen 
Fehler gestattet ist. Unter dieser Voraussetzung wird, wenn r der 
Reflexionskoeffizient für die Strahlen mit dem elektrischen Vektor in 
der Einfallsebene, R derjenige mit dem Vektor L zur Einfallsebene 
ist, und entsprechend d = 1—r und D = 1— R die durchgelassene 
Energie mißt, der Polarisationsgrad nach dem Durchgaug durch k 
reflektierende Flächen (bzw. k/2 Glasplatten) 

= ak¥— Dk _ 1 —cos**(g — y) (1) 

PT Ge Dt T+ cos?*(p — y) 

da nach den Fresnelschen Formeln: 

sin 2 ọ sin 2 Y = sin2dg.sin2dy 


1 = sin? (p + ¥)cos*(p—v)’ P — sin2(p + ¥) 


also: 


2 = cos?(y— y), wobei sinp=n.siny 


und n der Brechungsexponent. | 
Berücksichtigt man dagegen die nach zweimaliger, viermaliger 
oder nocb mehrfacher Spiegelung zwischen den reflektierenden Flächen 
schließlich in der ursprünglichen Strahlrichtung mit austretenden 
Strahlen, so muß die Formel (1) ersetzt werden durch die vollständigere: 


E dat DA’ (2) 
wobei die Koeffizienten a und A je nach der Zahl der reflektierenden 
Flächen besonders zu berechnen sind, in der Hauptsache aber in ganz 
gleicher Weise durch die Reflexionskoeffizienten r und R bestimmt 
werden, also desto mehr von 1 sich unterscheiden, je größer diese 
mit Zunahme des Einfallswinkels werden. Für eine einzige Glasplatte 
(k = 2) wird | 
a = lr tre +r t. (3) 
Für eine größere Anzahl von Platten aber werden die Verhältnisse 
dadurch immer komplizierter, daß z. B. schon ein zweifach reflektierter 
Strahl, je. nachdem er etwa an der letzten und ersten Fläche oder an 
der letzten und vorletzten Fläche reflektiert worden ist, auf seinem 
Wege eine ganz ungleiche Zahl von Brechungen erleidet; an Stelle 
der speziellen Formel (3) gilt allgemein: 


a = l +mr? + mrt mri +--- (4) 

Für größere r (r> 0,1) konvergieren diese Reihen sehr schlecht, 
weil die Koeffizienten m, mit steigendem v sehr schnell anwachsen; 
für Polarisationsgerade über 30 Proz. und bei einem aus vier Platten 
bestehenden Plattensatz müssen zum mindesten die sechsfachen 
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Reflexionen noch mit in Rechnung gesetzt werden, wenn man be- 
trächtliche Fehler vermeiden will; man erhält dann: 


m = 746d 4 5dt + 4dë + 3d8 + 2d 4 Giz, 
m, — 28 + 54 d2 + 76dt + 92dë + 100d8 + 98d10 + 84.dı2 

+ 56d™ + 35d16 4+ 20d18 + 104% + 4d22 + d%, (5) 
m, — 84 + 27042 + 551 dt + 940d° + 1365 43 + 1764 d0 | 

+ 203042 +... + 36 1), 


In Fig. 1 baben wir für diesen Fall und einen Brechungsexponenten 
n = 1,52 die Kurven eingetragen, die sich für den Polarisationsgrad 
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als Funktion der Winkeleinstellung berechnen, einmal nach der ein- 
fachen Formel (1) und dann unter Berücksichtigung der Mehrfach- 
reflexionen: man sieht, wie die Kurven in der Nihe des Nullpunktes 
zusammenlaufend mit wachsendem @ immer stärker divergieren. Um 


1) Eine allgemeine und nicht sehr komplizierte Formel für die Koeffizienten 
ist nicht wohl anzugeben, wegen der außerordentlichen Vielfältigkeit der mög- 
lichen Kombinationen. Dagegen läßt sich für jeden Einzelfall ein relativ ein- 
faches Schema für die betreffenden Abzählungen leicht aufstellen. 
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uns davon zu überzeugen, daß die von uns eingeführte Korrektion 
den Tatsachen entspricht, kompensierten wir mit Hilfe unseres Glas- 
plattensatzes die Polarisation eines Lichtstrahles, der durch einmalige 
Reflexion an der Vorderfläche eines Prismas von bekanntem Brechungs- 
index partiell polarisiert war und dessen Polarisationsgrad also aus 
dem Einfallswinkel nach der Fresnelschen Formel berechnet werden 
konnte. Die so gefundenen Punkte fallen innerhalb der Beobachtungs- 
genauigkeit vollständig in die korrigierte theoretische Kurve. 


In Fig. 1 sind außerdem noch die entsprechenden Kurven für 
eine einzige kompensierende Platte eingetragen. Man sieht, wie bis 
etwa zu p = 25 Proz. die Abweichung zwischen beiden Kurven nur 
unbeträchtlich bleibt; dafür wird hier oberhalb von 32 Proz. die Methode 
vollständig unbrauchbar, weil nun bei sehr schräger Inzidenz der Ein- 
fluß der Mehrfachreflexionen so schnell ansteigt, daß bei Schräger- 
stellung der Platte der Polarisationsgrad des durchgehenden Lichtes 
überhaupt nicht mehr wächst !). 


Es wurden zunächst Lösungen von Eosin und Uranin in Glycerin 
bei Zimmertemperatur untersucht. Bekanntlich verlieren solche Farb- 
stofflösungen bei sehr hoher Konzentration ihre Leuchtfähigkeit. Als 
Ausgangsprodukte dienten stark konzentrierte Lösungen, die aber in 
dünner Schicht in der Durchsicht noch deutliche Fluoreszenz erkennen 
ließen. Es waren das 150 mg Eosin bzw. 160 mg Uranin auf 1g 
Glycerin. Diese Konzentrationen wurden willkürlich als 1 bezeichnet 
und durch Zusatz von reinem Glycerin schrittweise verdünnt; dabei 
nahm die Fluoreszenzhelligkeit zunächst stark zu, um bei größten Ver- 
dünnungen schließlich wieder unter die Grenze der Beobachtbarkeit 
herabzusinken. Der Polarisationsgrad war für die am stärksten kon- 
zentrierten Lösungen praktisch Null: Streifen erschienen im Gesichts- 
feld der Savartplatten erst bei Schrägstellung der Glasplatten, und 
der Winkel, unter dem sie zuerst wahrnehmbar wurden, war derselbe, 
wie wenn das nur durch Farbfilter geschwächte natürliche Licht der 
Bogenlampe direkt zur Beobachtung gelangte. Erst von einer gewissen 
Konzentration ab wurde die Polarisation merklich, wuchs dann mit 
fortschreitender Verdünnung zunächst ziemlich stark und strebte 
schließlich einem Grenzwert zu. Tabelle 1 gibt solche Meßreihen für 


1) Wood, meist mit einer oder höchstens zwei Platten arbeitend und überdies 
nur geringe Polarisationsgrade messend, hat größere Fehler vermieden; immerhin 
sind, wenn er für die Polarisation der D-Linienresonanz im Magnetfeld 30 Proz. 
angibt, dafür nur 26 Proz. einzusetzen. Größer sind schon die Fehler bei Dunoyer, 
der mit drei Platten für die Polarisation der Rubidiumdampf-Fluoreszenz 38 Proz. 
statt 30 Proz. errechnet. 
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je eine Eosin- und Uraninlösung, in Fig. 2 ist p als Funktion des 
lg 1’C für drei Glycerin-Uraninlösungen eingetragen. 


Tabellel. Polarisationsgrad p des Fluoreszenzlichtes von Farbstoff- 
lösungen in Glycerin als Funktion der Konzentration C. 


Eosin | Uraniu 
C | | C 
l 
(in willkürlichen P | (in willkürlichen > 
_ Einheiten) in Proz. __ Einheiten) | in Proz. 
1 | ? 1 0 
' 
1 | 1 | 
= 7 2 
5 2 l 
1 
== 9 z 4 
10 4 | 
1 1 1 } 
— 15, | — | 5 
50 á | 8 
E 16,5 j 6 
100 | j 16 
: 20 5 10,5 
500 ' 32 : 
1 1 
= 22 | = 
1000 80 | ie 
1 1 | 
5000 = | 240 Rate 
1 1 
ar 22,5? | = 
20000 5 | 800 = Ha 
| a 24,5 
! 8000 | 


Es ist nun leicht verstandlich, warum Wawilow und Lewschin 
diese Abhängigkeit von der Konzentration übersahen, während sie 
umgekehrt bei Messungen an dünnen Gelatineplättchen eine Rolle 
spielen muß. Wawilow und Lewschin beobachteten die Fluoreszenz 
in einer Richtung senkrecht zum erregenden Strahl, dieser mußte also 
die Lösung eine längere Strecke ohne allzu große Schwächung durch- 
laufen, die Konzentrationen mußten sehr klein gewählt werden — sie 
lagen in der Tat bei etwa 10”? mg pro Kubikzentimeter Glycerin, un- 
gefähr entsprechend unserer Konzentration 10000 a gg? waren also von einer 
Größenordnung, bei der auch nach unserer Erfahrung eine Änderung 
um eine Zehnerpotenz keinen wesentlichen Einfluß mehr hat. Dünne 
Gelatineschichten dagegen lassen eine seitliche Beobachtung nicht zu, 
und um in ‘der Längsdurchsicht nicht gar zu kleine Absorption der 
erregenden Strahlung zu erhalten, muß man die Gelatine tiefer anfärben. 
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Man sieht, daß man nicht aus dem Verhalten zweier ungleicher Farb- 
stofflösungen von beliebiger Konzentration generelle Schlüsse auf die 
Eigenschaften der gelösten Substanz ziehen darf. In einem gegebenen 
Lösungsmittel scheinen dagegen die Polarisationsgrade verschiedener 
Substanzen einem gemeinsamen Grenzwert zuzustreben — in Überein- 
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Fig. 2. 
Polersaonsers’ des Fluoreszenzlichtes von Uraninlösungen 
als Funktion der Konzentration C. 


stimmung mit den Angaben von Wawilow und Lewschin, die in 
ihrem zäbesten Lösungsmittel für alle Farbstoffe den gleichen Polari- 
sationsgrad von 35 Proz. fanden. 


Tabelle 2. Uranin in ganz wasserfreiem Glycerin. 


— 
cir | | p | € p 

1 | 1 | 1 1 

— 0 — 6,5 15 — 9,2 

4 32 i | 256 2048 en | 
= ? 2 : 19,5 2 43,5 
8 i 64 512 : 4100 i 

1 1 1 1 | 

= 3,2 — 7 twa —— — 

16 i 128 | 1024 | Be 2 


Der Höchstwert von p ist von Viskosität des Lösungsmittels, 
also z. B. von der Temperatur oder dem Wassergehalt des Glycerins 
abhängig; man kann nicht durch weiteres Heruntergehen mit der 
Konzentration den Polarisationsgrad der leichtflüssigeren Lösung auf 


denselben Wert steigern, den man in einer zäheren Lösung erreicht. 


Im übrigen aber ist der Einfluß der Konzentration in beiden Fällen 
ganz analog. — Kurve 2 in Fig. 2 zeigt die Ergebnisse einer MeBreihe, 
die mit einer etwas wasserreicheren Glycerinlösung gewonnen wurde. 


in Zu 
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Durch die Liebenswürdigkeit des Herrn Dr. Simon vom physikalisch- 
chemischen Institut erhielten wir schließlich auch noch Glycerin, das 
bis auf wenige Promille vollkommen wasserfrei war und das schon 
für das Auge sehr viel dickflüssiger wirkte als die käufliche sogenannte 
reine Ware. Die Zahlen dér Tabelle 2 sowie Kurve 3 in Fig. 2 geben 
die Resultate für Lösungen von Uranin in diesem Glycerin wieder. 
Hier fällt auf, daß einerseits die maximalen Werte von p sebr viel 
höber liegen, als sie bisher je erreicht wurden, sie kommen mit 45 Proz. 
dem Wert von 50 Proz. schon sebr nahe, der für vollkommen aniso- 
trope Resonatoren bei Fernhaltung jeder depolarisierenden Störung 
nacb der klassischen Theorie zu erwarten wäre. Da dies im Wider- 
spruch mit den Angaben von Wawilow und Lewschin steht, die auch 
in wasserfreiem Glycerin unter keinen Umständen mehr als p = 35 Proz. 
erhielten, wurde der Polarisationsgrad der betreffenden Lösungen auch 
noch nach einer anderen Methode, nämlich mit einem Cornuschen 
Polarimeter geprüft, und zwar mit genau demseiben Ergebnis. Tat- 
sächlich bildeten diese vergleichenden Messungen den Ausgangspunkt 
für die weiter oben mitgeteilte Korrektionsrechnung, welche bei der 
Messung mit kompensierenden Platten zu berücksichtigen ist. Anderer- 
seits ersieht man aus der Figur, daß Kurve 3 noch weit steiler ab- 
fällt als die beiden anderen und somit bei großen Konzentrationen 
der Polarisationsgrad noch kleiner wird als in den weniger zähen 
Lösungen !). Die Zerstörung der Polarisation durch zu geringe Vis- 
kosität des Lösungsmittels und durch zu hohe Konzentration sind also 
"voneinander wesentlich unabhängig. 


Nachdem dieses feststand, war nicht zu erwarten, daß in einer 
Lösung, deren p wegen großer Konzentration gering war, der Polari- 
sationsgrad durch Abkühlung und die damit verbundene Vermehrung 
der Viskosität gesteigert werden könnte; wohl aber mußte, wie übrigens 
schon Wawilow und Lewschin gezeigt haben, eine solche Wirkung 
an verdünnteren Lösungen vorhanden sein. Für diese Beobachtungen 
wurde der mit der Uraninlösung gefüllte Trog in ein unversilbertes 
Dewargefäß eingesetzt, das entweder Wasser von Zimmertemperatur 
(t = 20°) enthielt oder rings um den Trog herum mit Schnee bzw. 
CO,-Schnee vollgepackt war; im letzteren Fall konnte die Temperatur 


1) Während innerhalb einer Versuchsreihe die Werte der relativen Konzen- 
trationen ziemlich genau sein dürften, können wir dasselbe für die Absolutwerte 
der Konzentration nicht beanspruchen, so daß also der Lage der drei Kurven 
gegeneinander kein allzu großes Gewicht beizulegen ist. Sie könnten z. B. sehr 
wohl durch Parallelverschiebung in ihren unteren Teilen fast ganz zur Deckung 
zu bringen sein. | 
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durch ein unmittelbar an die Küvette anliegendes Pentanthermometer 
gemessen werden. Der Wert von p bei + 20° kann als ungefähres 
Maß für die Konzentration der betreffenden Lösung dienen. 


Tabelle 3. . 


a a a gr ie Cage a i en 


| — 
Temperatur | + 20° | 0° etwa — 50 


Polarisations- 4 — 4,7 
grad in Proz. 7 25 27 
20 — 32 


Man sieht aus der zweiten Zeile der Tabelle 3, daß die Abkühlung 
von 0° auf — 50° relativ nur noch sebr wenig ausmacht, während 
dabei doch das Glycerin aus einer noch gut tropfbaren Flüssigkeit 
sicb in ein kaum noch plastisches Glas verwandelt, man sieht ferner 
aus der dritten Zeile der Tabelle — zu den Messungen diente die 
stark verdünnte Lösung in relativ wasserreicbem Glycerin, die dem 
letzten Punkt der Kurve 2, Fig. 2 entspricbt —, daß wenn schon 
durch das Einfrieren p stark zunimmt, nämlich von 20 auf 32 Proz., 
doch nicht im entferntesten die Werte erreicht werden, die man an 
der wasserfreien flüssigen Lösung bei Zimmertemperatur beobachtet. 
Das zeigt abermals, daß bei all ihrer Bedeutung für das Phänomen 
die Zähigkeit der Lösung allein nicht maßgebend ist; es spielen hier 
natürlich außerordentliche Komplikationen mit, z. B. die Frage danach, 
wie der Wassergehalt des Glycerins auf die Löslichkeit des Farbstoffes 
einwirkt, inwieweit die Farbstoffmoleküle bei Vorhandensein von 
Wassermolekülen sich zunächst an diese anlagern und mit ihnen etwa 
zum mindesten teilweise bei der Abkühlung ausfrieren usw. Auf 
jeden Fall aber scheint jetzt schon sicher zu stehen, daß wenn die Er- 
höhung des Polarisationsgrades durch Verminderung der molekularen 
Rotation erklärt werden soll, die letztere wohl bis zu einem gewissen 
Grade aber keineswegs vollkommen mit der makroskopisch gemessenen 
Zähigkeit parallel anwächst, denn diese muß in dem glasartig ein- 
gefrorenen wasserhaltigen Glycerin sicher größer sein als in der 
tropfbar flüssigen wasserfreien Lösung. 

Sucht man nun nach einer Erklärung für den Zusammenhang 
zwischen der Konzentration der Lösung und dem Polarisationsgrad des 
Fluoreszenzlichtes, so ist zunächst festzustellen, daß dessen absolute 
Intensität, bezogen auf gleiche Molekülzahl, einen ganz analogen Gang 
aufweist: bei großer Verdünnung praktisch konstant, sinkt sie mit 
wachsender Konzentration, um bei den größten Konzentrationen ganz 
zu verschwinden. Daß in den von uns untersuchten konzentriertesten 


Über den Einfluß der Konzentration auf die Polarisation usw. 33 


Lösungen, an denen sich keine Polarisation mehr messen ließ, doch 
noch deutliches Leuchten zu beobachten war, ist für diese Parallelität 
ohne Belang, weil relativ geringe Lichtintensitäten sehr viel leichter 
nachzuweisen sind als sehr kleine Polarisationsgrade. Man kann also 
wohl annehmen, daß die gleiche Art von Störungen, welche die Leucht- 
fähigkeit an sich vermindern, auch depolarisierend wirken — und diese 
Störungen wachsen mit zunehmender Dichte der leuchtfähigen Mole- 
küle. Die sehr naheliegende Analogie mit der Resonanzstrahlung der 
Gase ist vermutlich doch nur äußerlich; auch dort wird durch Ver- 
größerung der Dampfdichte die Leuchtintensität herabgesetzt, eventuell 
vorhandene Polarisation wird zerstört. Verursacht wird das vorzüglich 
durch „Zusammenstöße zweiter Art“, bei denen angeregte Atome 
ihre Anregungsenergie auf andere Atome übertragen, entweder diese 
ihrerseits in angeregten Zustand versetzend oder die Anregungsenergie 
in kinetische Wärmeenergie verwandelnd. Ein derartiger Vorgang. 
ist bei den Farbstofflösungen kaum vorstellbar, denn auch bei großer 
Verdünnung der leuchtfähigen Moleküle sind doch immer die Moleküle 
des Lösungsmittels in unverminderter Zahl vorhanden — Zusatz fremder 
Moleküle wirkt aber bei Gasen für die Zusammenstöße zweiter Art 
wesentlicb wie eine Erhöhung der Dampfdichte der fluoreszierenden 
Moleküle. Neben den Stößen zweiter Art kommt für die Resonanz- 
strahlung noch als schwächend und depolarisierend die Reabsorption 
der Strahlung in anderen Dampfatomen in Betracht. Schon bei der 
Bandenemission mehratomiger Moleküle, etwa des Joddampfes, spielt 
diese keine Rolle mehr. Immerhin könnte sie bei der bereits in der 
Einleitung erwähnten teilweisen Überschneidung der Absorptions- und 
Emissionsbanden fluoreszierender Farbstofflösungen zu berücksichtigen 
sein. Denn bei jeder Erregung tritt eine teilweise Depolarisation auf, 
gelangt also das primäre Fluoreszenzlicht nicht direkt ans Auge, 
sondern wird es unterwegs absorbiert, um zu abermaliger Fluoreszenz- 
emission Veranlassung zu geben, so müßte die Depolarisation damit 
zunehmen, und die Wahrscheinlichkeit hierfür ist desto größer, je 
größer die Konzentration ist. Wir glauben auch einen Anhalt dafür 
zu besitzen, daß wirklich ein derartiger Effekt existiert. Untersucht 
man nämlich Lösungen gleicher nicht zu großer Konzentration von ` 
wachsender Schichtdicke, so nimmt der Polarisationsgrad, wenn auch 
nicht sehr beträchtlich, so doch in sicher nachweisbarem Maße ab, 
was nur durch sekundäre Ursachen der erwähnten Art verschuldet 
sein kann. Quantitative Untersuchungen hierüber sind noch im Gange. 

Um diese Frage weiter zu erörtern, wurde der Einfluß anders- 
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fluoreszenz untersucht; damit derartige Beobachtungen angestellt werden 
können, muß die zweite Substanz so gewählt werden, daß ihre Ab- 
sorptions- sowohl als ihre Lumineszenzbanden hinreichend von der 
entsprechenden Bande des Uranins getrennt sind. Als in diesem 
Sinne geeignet erwiesen sich Umbelliferon mit mehr nach dem Violett, 
und Rhodamin B extra mit sehr weit im Rot gelegenem Fluoreszenz- 
spektrum. Eine ziemlich stark konzentrierte Lösung von Umbelliferon 
(etwa 3 mg auf 1 g Glycerin) zeigte bei einem Polarisationsgrad von 
7,5 Proz. mäßig starke hellblaue Fluoreszenz, die durch ein für 
die grünliche Uraninfluoreszenz noch gut durchlässiges Rottilter voll- 
kommen vom Auge abgeblendet wurde. Bei Verdünnung dieser 
Umbelliferonlésung mit Glycerin wuchs ihr Polarisationsgrad in der 
üblichen Weise. Der konzentrierten Umbelliferonlésung wurde nun 
so viel Uranin zugesetzt, daß diese neue Lösung — abgesehen vom 
Umbelliferongehalt — jeweils die Glycerin-Uraninkonzentration besaß, 
die früher (Tab. 1) mit 5 bzw. 200 bezeichnet wurde und der also 
die Polarisationsgrade 14 bzw. 22,5 entsprachen; in den umbelliferon- 
haltigen Lösungen aber wurde auch für die Uraninfluoreszenz hinter 
Rotfilter p = 7 bzw. p = 8 gefunden, also innerhalb der Fehlergrenzen 
der gleiche Wert wie für die Umbelliferonfluoreszenz. Andererseits 
stieg in einer Lösung von Rhodamin B, deren Polarisation wegen zu 
hoher Konzentration kaum mehr erkennbar war, der Polarisationsgrad 
bei Zusatz von ein wenig Uranin sofort auf etwa 20 Proz. — hier 
war die Uraninfluoreszenz zwar nicht spektral auszufiltern, aber durch 
ihre sehr viel größere Intensität bei weitem vorherrschend. Nun 
liegen gegenüber den Uraninbanden die des Umbelliferon nach kürzeren, 
die des Rhodamin nach längeren Wellenlängen, so daß also das 
Lumineszenzlicht des einen die Fluoreszenz des Uranin zu erregen 
vermag, die des anderen nicht, und damit könnten die zuletzt be- 
schriebenen Versuche in dem Sinne gedeutet werden, als rühre die 
Depolarisation bei hoher Konzentration von sekundärer Fluoreszenz- 
erregung her. | 

Aber wenn ein solcher Effekt auch sicher vorhanden sein dürfte, 
' glauben wir doch bestimmt aus einer Reihe von Gründen nicht, daß 
er die Hauptursache des Phänomens ist. Einmal müßte dann, da ja 
stets nur der kurzwellige Teil des Emissionsspektrums merklich 
reabsorbiert wird und somit der langwelligere Teil, auch soweit er 
direkt durch die Primärstrablung erregt wird, vollständig ans Auge 
des Beobachters gelangt, dieser sehr viel weniger stark depolarisiert 
werden, was tatsächlich nicht der Fall ist. Man vergleiche hierzu 
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das bereits in der Einleitung Gesagte. Wenn man ferner zwei dünne 
Gelatineschichten, die eine sehr konzentriert, die andere nur leicht 
angefärbt, dicht aufeinander liegend derartig in den Strahlengang 
bringt, daß die letztere der Primärlichtquelle zugewandt ist, so ist die 
Depolarisation eine relativ sehr geringe, nicht wesentlich größer als 
es dem Anteil der zweiten konzentrierten Schicht an der primär er- 
regten Gesamtemission entspricht. Ein analoger Versuch läßt sich 
auch an der konzentrierten Umbelliferonlösung mit geringem Uranin- 
zusatz anstellen: beobachtet man den Strahlengang in einem Trog von 
größerer Dicke, so ist die blaue Umbelliferonlumineszenz wegen der 
großen Absorption der sie erregenden Strahlen auf eine ganz kurze 
Strecke nahe der Eintrittsstelle beschränkt, und von diesem bläulichen 
Licht angeregt, leuchtet wohl die ganze Flüssigkeit schwach im grün- 
licben Uraninlicht; von einer ganz anderen Größenordnung hell und 
scharf begrenzt bleibt aber die typische Uraninfluoreszenz entlang 
dem ganzen erregenden Strahl, dessen für die Uraninerregung wirk- 
samen spektralen Bestandteile von Umbelliferen kaum geschwächt 
werden. Und auch die zuletzt mitgeteilten Beobachtungen an Rhodamin- 
lösungen sind hier von Interesse. Das von uns verwandte Kahl- 
baumsche!) Rhodamin B gibt nämlich in Glycerin selbst bei recht 
kleinen Konzentrationen, wo die Reabsorption sicher keine Rolle mehr 
spielen kann, kaum merklich polarisierte Fluoreszenz, erst bei äußerster 
Verdünnung steigt dann der Polarisationsgrad in der sonst üblichen 
Weise. In den erwähnten Versuchen haben wir, um die Uranin- 
fluoreszenz nicht zu sehr zu verdecken eine solche ziemlich verdünnte 
Rhodaminlösung verwandt. Warum sich verschiedene Substanzen quan- 
titativ so ungleich verbalten, vermögen wir ebensowenig zu erklären, 
wie für den gesamten Komplex von Phänomenen eine zusammen- 
fassende Deutung zu geben. Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, 
daß auch die Vernichtung der Leuchtfähigkeit selbst in konzentrierten 
Lösungen wohl teilweise, aber sicher nicht ganz durch Reabsorption 
zu erklären ist; denn die Fluoreszenz, die sich mit steigender Konzen- 


1) Das quantitative Verhalten der einzelnen Farbstoffe scheint außer- 
ordentlich von noch gar nicht zu übersehenden Umständen abzuhängen; um 
reproduzierbare Resultate zu erhalten, muß man daher mit sehr wohl definierten 
Substanzen arbeiten. So finden Wawilow und Lewschin für Erytrosin von 
der Badischen Anilin- und Sodafabrik ziemlich unabhängig von Art und Zähig- 
keit des Lösungsmittels, auch in Wasser, p > 30Proz.; an Erytrosin von 
Kahlbaum dagegen erhielten wir in Wasser von Zimmertemperatur p = etwa 
7,5, diesen Wert aber ebenfalls von Konzentration und Schichtdicke unbeeinflußt. 
Erwähnt sei, daß wir an wässerigen Uraninlösungen von Zimmertemperatur auch 
bei äußerster Verdünnung keine Polarisation erkennen konnten. 
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tration zunächst immer mehr auf eine dünne Schicht zusammenzieht, 
verschwindet schließlich vollständig und ist dann auch von der Seite, 
auf der die erregende Strahlung eintritt nicht mehr wahrzunehmen. 
Äußerlich ist dieses wiederum vollständig analog mit dem Verhalten 
der Resonanzstrahlung etwa des Hg bei wachsender Dampfdichte. 


Zusammenfassung. 1. Bei der Messung von Polarisations- 
graden mit Hilfe eines kompensierenden Glasplattensatzes kann, wenn 
es sich um stärkere Polarisation handelt, nicht die übliche: einfache 
Formel angewandt werden, sondern diese bedarf wegen des Einflusses 
der Mehrfachreflexionen einer schnell wachsenden Korrektion. 

2. Der Polarisationsgrad des Fluoreszenzlichtes von Farbstoffen 
in zähen Lösungsmitteln bei polarisierter Erregung ist stark von der 
Konzentration abhängig: er sinkt in sehr konzentrierten Lösungen 
praktisch auf Null und strebt in verdünnten Lösungen einem oberen 
Grenzwert zu, der von der Zähigkeit des Lösungsmittels abhängt. 

3. In ganz wasserfreiem Glycerin wurde ein Polarisationsgrad 
von 45 Proz. erreicht; in wasserhaltigen Lösungen konnte auch bei 
tiefen Temperaturen, wobei die Zähigkeit scheinbar viel größer wird, 
ein derartig hoher Polarisationsgrad nie gemessen werden. 

4. Es werden die Gründe diskutiert, warum die Depolarisation 
bei hohen Konzentrationen nicht durch Reabsorption in der Lösung 
verursacht werden kann wie bei der Resonanzstrahlung von Gasen; 
sondern es müssen noch nicht weiter zu erklärende Störungen durch 
die zu dicht benachbarten leuchtfähigen Moleküle angenommen werden. 


Berlin, Physikalisches Institut der Universität, März 1924. 
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Über das Tyndallphänomen. 
Von Antonio Carrelli in Neapel. 
(Eingegangen am 24. März 1924.) 


Bei Durchstrahlung einestrüben Mediums mit polarisiertem Licht wird 
neben dem normalen Tyndalleffekt, dessen Intensität ihr Maximum 
in Richtung senkrecht zum elektrischen Vektor des Primärstrahles 
besitzt, noch eine weitere tertiäre zerstreute Strahlung in Richtung des 
elektrischen Vektors des Primärstrahles beobachtet; diese Strahlung 
ist beträchtlich kurzwelliger als der eigentliche Tyndalleffekt und 
ihr elektrischer Vektor schwingt parallel zur Richtung des Primär- 
strahles, 


In dieser Arbeit beschränke ich mich darauf, auf eine wichtige 
Eigentümlichkeit des Tyndallphänomens hinzuweisen, die fast immer 
von den verschiedenen Autoren vernachlässigt wird. Tyndall be- 
merkte, daß bei Beleuchtung eines trüben Mittels mit natürlichem 
Lichte und bei Beobachtung in der Ebene senkrecht zum Primärstrahl 
das zerstreute Licht senkrecht zur Richtung des primären Lichtbündels 
vollständig polarisiert ist, solange die Größe und die Konzentration 
der Körnchen nicht zu groß wird; anderen Falles wird das zer- 
streute Licht durch ein Nicol mit elektrischem Vektor senkrecht zur 
Richtung des primären Lichtbündels nicht mehr ganz ausgelöscht. 
Es bleibt dann ein Rest von Licht übrig, das reicher an Strahlung 
von kleinen Wellenlängen ist. Tyndall nannte es „residual blue“. 
Lord Rayleigh, der das Problem theoretisch bebandelte, kam zu dem 
Schluß, daß, wenn man die Lösung mit polarisiertem Licht durch- 
leuchtet, man bei Beobachtung in Richtung des elektrischen Vektors 
des Primärstrahles zerstreutes Licht, von schon zerstreutem Licht her- 
rührend und daher reicher an Strahlung von kleineren Wellenlängen, 
wahrnehmen müßte, und solches Licht müßte gänzlich polarisiert sein 
mit elektrischem Vektor parallel zur Richtung des primären Licht- 
biindels. Bei seinen Versuchen jedoch benutzte er natürliches Licht 
und begnügte sich damit, das zerstreute Licht durch ein Nicol zu 
beobachten. Die neueren Autoren behandeln andere Probleme und 
nehmen sich vor, die Parameter der Teilchen im Tyndallphänomen 
herauszufinden. 

Ich habe die Frage vom makroskopischen Standpunkt aus be- 
trachten wollen und habe das Phänomen in kolloidalen Lösungen bei 
Beleuchtung mit polarisiertem Licht und Beobachtung in verschiedenen 
Richtungen analysiert. Als zerstreuendes Mittel benutzte ich, wie 
schon Tyndallund Lord Rayleigh, eine durch Zusatz einiger Tropfen 
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Schwefelsäure getrübte wässerige Lösung von Natriumhyposulfit. Da- 
durch genießt man den Vorteil, mit der Zeit wechselnde Körnchen 
zu erzielen, und unter Zusatz von Ammoniak kann der Niederschlag 
des Schwefels nach Belieben aufgehalten werden. Die Strahlung einer 
Bogenlampe ging durch ein auf einem graduierten horizontalen Kreis 
drehbares Nicol hindurch und fiel dann auf die freie Oberfläche der 
Lösung. Die Lage der Polarisationsebene konnte nach Belieben ver- 
ändert werden, so daß, wenn man in der Richtung senkrecht zum 
Primärstrahl beobachtete, man nach Belieben die Emission durch Zer- 
streuung senkrecht oder parallel zum elektrischen Vektor des durch- 
gehenden Lichtbündels erhalten konnte. Folgendes kann man aus der 
nach dieser Methode ausgeführten Analyse feststellen: In den An- 
fangsstadien. des Niederschlages (kleine und nicht zahlreiche Körnchen) 
ist das in normaler Richtung zum elektrischen Vektor zerstreute Licht 
schwach und von bläulicher Färbung; in der Richtung parallel zum 
elektrischen Vektor ist keine wahrnehmbare Emission zu erkennen. 
Nach und nach, wenn die Größe. und die Zahl der Körnchen zunimmt, 
beobachtet man in der ersten Richtung eine allmählich stärker wer- 
dende Emission, und dieses Licht ist, wie bekannt, vollständig polarisiert. 
Aber auch bei Beobachtung in der Richtung des primären Lichtvektors 
wird eine bedeutende Emission gefunden, obwohl nicht so intensiv 
wie die andere und reichhaltiger an violettem Licht als diese. Ich 
habe mich überzeugen können, daß sie immer polarisiert ist, und zwar 
mit ihrem elektrischen Vektor parallel zur Richtung der Fortpflanzung 
des anregenden Lichtbiindels. Wenn man die Konzentration noch 
weiter steigert, so ist die Polarisation nicht mehr vollständig. Ich 
habe denselben Vorgang — nur mit geringen Veränderungen in der 
Intensität, besonders bei farbigen Substanzen — für zahlreiche in 
Wasser aufgelöste Stoffe, wie drei Arten Gummi, Kolophonium, Gela- 
tine, Nickelschwefel, beobachten können, und man kann behaupten, 
daß die Emission in der Richtung des primären Lichtvektors, die 
parallel zur Fortpflanzungsrichtung des Primärstrahles polarisiert ist, 
ein Phänomen von größerer Bedeutung darstellt, als die Spur von 
Depolarisation, die in dem mit polarisiertem Lichte angestellten Ver- 
suche von der Anisotropie der Körnchen abhängig ist. 

Zur Erklärung der Erscheinung muß man sich vergegenwärtigen, 
daß, wenn die Größe und die Konzentration der Körnchen bedeutend 
ist, das zerstreute Licht ein sekundäres Phänomen veranlaßt, das man 
in diesem Falle leicht beobachten kann. Nun hängt das Phänomen 
der Zerstreuung von dem Umstand ab, daß das von den Wellen durch- 
flutete Medium nicht homogen ist und folglich Anlaß gibt zu einem 
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System von zerstreuten Wellen, die sich mit bestimmter Polarisation 
und nach bestimmten Gesetzen ausbreiten. Nennen wir Z die Fort- 
pflanzungsrichtung des Primärstrahles und X die Richtung seines elek- 
trischen Vektors; in der Richtung Y ist das zerstreute Licht mit 
elektrischem Vektor parallel zu X polarisiert und nur in der Richtung X 
wird dieser erste Effekt keine Emission hervorrufen. Aber die Be- 
trachtung dieser Emission des primären Tyndalleffekts erschöpft nicht 
vollständig das in Frage stehende Problem, denn wenn die Verände- 
rungen der optischen Parameter an den verschiedenen Stellen des 
Systems größer sind, so ist die Intensität dieses primär zerstreuten 
Lichtes so bedeutend, daß sie zum Ausgangspunkt weiterer Zer- 
streuung wird: es muß ein sekundärer Effekt eben mit dieser 
Emission zusammenhängend auftreten. Diesen Effekt kann man nur 
in der Richtung, in welcher der primäre Effekt verschwindet, beob- 
achten, und so muß sich eine Zerstreuung längs der X-Achse ergeben. 
Das ist, wie schon gesagt, dadurch bedingt, daß das Mittel nach allen 
Richtungen hin von abgebeugten Wellen durchzogen wird. 

Welches wird nun die Richtung des elektrischen Lichtvektors 
des zerstreuten Lichtes längs X sein? Da für das in der Richtung Y 
` zerstreute Licht der elektrische Vektor parallel zu dem des erregenden 
Lichtes, also senkrecht zur Richtung der Lichtfortpflanzung und parallel 
zur Richtung X liegt, in welcher es keine Emission gibt, darf man 
folgerichtig annehmen, daß der elektrische Vektor der sich längs X 
fortpflanzenden Energie auch wieder senkrecht zu der Richtung der 
primär zerstreuten Wellen, die jene weitere Zerstreuung bedingen, 
orientiert sein muß, und weiter parallel zu einer Richtung, in welcher 
wegen primären Effekts keine Emission stattfindet. Aber in einer 
Ebene senkrecht zur X-Achse gibt es nur eine Richtung, die diese 
beiden Bedingungen erfüllt, eben jene parallel zur Z-Achse; diese 
Richtung steht sowohl normal zur Richtung Y, in der man das Maxi- 
mum der primären Emission vorfindet, als sie auch die einzige unter 
jenen der betreffenden Ebene ist, längs welcher man kein primär zer- 
streutes Licht hat, da es die Richtung der Fortpflanzung des primären 
Lichtbündels ist. In der Tat ist das längs der Y-Achse emittierte 
Licht gemäß den experimentellen Ergebnissen parallel zur Z- Achse 
vollkommen polarisiert. Wenn man ferner die Gültigkeit von Lord 
Rayleighs Gesetz über die Verteilung der Intensität annimmt, zeigt 
es sich deutlich, wie Lord Rayleigh schon feststellte, daß die relative 
Intensität des residual blue proportional 1/48 sein muß. 

Es muß schließlich noch erwähnt werden, daß man bei diesem 
Effekt eine Anwendung des Prinzips der Symmetrie von Curie an- 
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trifft, weil die Symmetrie der Ursache in den Ergebnissen wieder- 
kehrt. Die Ursache ist in der Tat in diesem Fall ein polarisiertes 
Lichtbündel, das als Symmetrieelement eine polare Achse: Richtung 
der Lichtfortpflanzung und zwei verschiedene Ebenen, die des elektri- 
schen und die des magnetischen Vektors hat. Solche Elemente findet 
man auch in der von mir analysierten Emission wieder, indem diese 
in zwei Ebenen gänzlich verschieden ist. Die Polarität der Achse ist 
hier dadurch gekennzeichnet, daß die Qualität des zerstreuten Lichtes 
von der Dicke der durchleuchteten Schicht abhängt. Das von einem 
polarisierten Lichtbündel durchleuchtete heterogene Medium besitzt 
somit infolge des Tyndallphänonıens in seinem optischen Verhalten 
die Symmetrie eines Kristalls der pyramidalen Klasse des rhombischen 
Systems. | 


Physikalisches Institut der Universität Neapel, März 1924. 
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Strahlungsgesetz und Intensität von Mehrfachlinien. 
Von L. S. Ornstein und H. C. Burger in Utrecht. 
(Eingegangen am 25. März 1924.) 


Die Messungen der Intensität von mehrfachen Spektrallinien ist von 
Burger und Dorgelo in einigen einfachen Regeln zusammengefaßt 
worden. In dieser Arbeit werden die Intensitäten in Beziehung ge- 
bracht zu dem statistischen Gewichte der Zustände und zu dem 
Begriffe Aus- und Einstrahlungswahrscheinlichkeit, welche von 
Einstein in die Strahlungstheorie eingeführt worden sind. Die 
genannten Regeln, betreffend die Intensitäten, sind dann als eine 
einfache Beziehung zwischen den Ausstrahlungswahrscheinlichkeiten 
(bzw. Einstrahlungswahrscheinlichkeiten) zu verstehen. 


1. Die Messung der Intensität der Komponenten von mehrfachen 
Spektrallinien !) hat zu Resultaten geführt, die in einfacher Form in 
einigen empirischen Regeln zusammengefaßt werden können ?). Die 
theoretische Bedeutung dieser Regeln soll in dieser Arbeit behandelt 
werden. Vorläufig nehmen wir an, daß die Frequenzen der Kom- 
ponenten einer Mehrfachlinie nur sehr wenig verschieden sind und 
als gleich betrachtet werden können. 

Wir denken uns Atome, die mehrfache Spektrallinien emittieren, 
z. B. Alkaliatome, die mit schwarzer Strahlung im Gleichgewicht sein 
können. In der Hauptserie entstehen die Doppellinien, wenn ein 
Atom aus dem Zustand p, bzw. pg in den Zustand s fällt. Wir 
nehmen an, daß die Intensitäten der Linien sp, und spy, welche dabei 
emittiert werden, das Verhältnis 2:1 haben, wie es für diese Linien 
im Flamm- und Bogenspektrum gefunden ist. Zum richtigen Ver- 
ständnis dieses Intensitätsverhältnisses bemerken wir, daß die Inten- 
sität 7 einer Spektrallinie das Produkt dreier Faktoren ist. Sei N 
die Zahl der Atome, welche sich in einem Zustande befinden, der 
für die betreffende Emission Anfangszustand ist, und sei Adé die 
Wahrscheinlichkeit, daß ein Atom aus diesem Anfangszustand durch 
Emission der betreffenden Spektrallinie in einen anderen Zustand 
übergeht, so ist: 

i=hv.NA (1) 
die Intensität dieser Spektrallinie. Da die Werte von v für die ver- 
schiedenen Komponenten der Mehrfachlinie als gleich angenommen 
werden, so sind die verschiedenen Werte von i zurückzuführen auf 


1) H. B. Dorgelo, Z8. f. Phys. 22, 170, 1924. 
2) H. C. Burger und H. B. Dorgelo, ebenda 28, 258, 1924. 
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einen Unterschied von N und A für diese Komponenten. Für die 
Zahl N der Atome in einem bestimmten Zustande wenden wir, da 
wir einen Zustand vom Strahlungsgleichgewicht betrachten, das Max- 
well-Boltzmannsche Gesetz an. Bezeichnen wir mit & die Energie 
des Zustandes und mit g sein statistisches Gewicht und sei C eine 
belanglose Konstante, so gilt nach diesem Gesetz: 


€ 

N = Oge *T. (2) 
Wir betrachten aber vorläufig nur Zustände von fast derselben Energie, 
also ist N proportional dem Gewicht g1). Die Intensität einer Spektral- 
linie ist daher proportional dem Produkt gA von Gewicht und Über- 
gangswahrscheinlichkeit. Das Verhältnis 2:1 der Intensitäten der 
Linien sp, und sp, bedeutet also, daß das Produkt 9A für beide 
Linien dieses Verhältnis hat. 

Für das statistische Gewicht kann man ganzzahlige Relationen 
erwarten. Man kann g betrachten als die Zahl der Möglichkeiten 
zur Realisierung des Zustandes des Atoms, und hat zur Bestimmung 
dieser Zahl die Wirkung eines äußeren Feldes zur Hilfe genommen. 
Bekanntlich gibt es bestimmte quantenhaft orientierte Lagen, welche 
ein Atom in einem Felde, z. B. in einem Magnetfelde einnehmen kann, 
und die Zahl ist proportional dem totalen Impulsmomente des Atoms, 
falls man h/2% als Einheit wählt. Das Gewicht g ist also propor- 
tional dem Impulsmoment des Atoms und für diese Größe hat man 
schon früher eine Beziehung zur inneren Quantenzahl angenommen ?). 
Wir nehmen an, daß die inneren Quantenzahlen, die für die Inten- 
sitäten von Komplexstrukturen maßgebend sind, das’ Impulsmoment 
des Atoms und daher auch das statistische Gewicht angeben). Für 
die Hauptserie verhalten sich also die statistischen Gewichte der 
Zustände p, und p, wie 2:1; dies Verhältnis ist es, das die Inten- 
sitäten bestimmt. Hieraus folgt aber die wichtige Eigenschaft der 
Wahrscheinlichkeiten A: 

Die Wahrscheinlichkeiten eines spontanen Überganges vom Za- 
stand p, nach s und von p, nach s sind gleich; die Übergangswahr- 
scheinlichkeit ist von der inneren Quantenzahl unabhängig. 

Wenden wir uns nun zu den Linien, welche Übergängen von 
dem gleichen Anfangszustande in verschiedene Endzustände ent- 


1) Auch wenn kein Gleichgewicht existiert, ist die Konzentration eines 
Zustandes in erster Instanz durch sein statistisches Gewicht gegeben. 

2) Die Zahl der verschiedenen möglichen Lagen ist bei Gebrauch der 
Sommerfeldschen und der Landéschen inneren Quantenzahlen dieselbe. 

3) Herr Prof. Sommerfeld hat schon vor einiger Zeit brieflich hierauf 
hingewiesen. 
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sprechen, z. B. die Linien der scharfen Nebenserie ps und pas, deren 
Intensitäten sich wie 2:1 verhalten. Hier können keine Konzentra- 
tionen der emittierenden Atomarten die Intensitäten erklären; das 
Intensitätsverhältnis ist gleich dem Verhältnis der Konzentrationen 
der Atome im Endzustand. Die Anzahl der Atome in den End- 
zuständen p, und pg sind aber für die Absorption der Linien p, s 
und 9,5 maßgebend, und es ist daher angebracht, die Beziehung 
zwischen der Ausstrahlungswahrscheinlichkeit A und der Absorptions- 
wahrscheinlichkeit B zu verwenden. In seiner bekannten Arbeit über 
das Strahlungsgesetz hat Einstein!) gezeigt, daß ein Atom, das in 
zwei Zuständen 1 und 2 bestehen kann, nur dann mit Strahlung im 
Gleichgewicht sein kann, wenn für A und B und die Gewichte g, 
und g, die nachfolgende Gleichung besteht: 


87 
9, A mem 3 hv® Bg (3) 


gı ist das Gewicht vom Anfangszustand, ga vom Endzustand. Für 
uns ist wichtig, daß die Produkte g, A und g,B proportional sind. 
Das erste Produkt gibt die Intensität der Emissionslinie an und das 
Verhältnis 2:1 dieser Linien ist also auch das Verhältnis von g,B 
für die Absorptionslinien p,s und ps. Die Zahl der Absorptions- 
akte, welche von p, bzw. p, nach s führen, verhalten sich nach Ein- 
stein bei derselben Strablungsdichte wie die Produkte g,B. Die 
Gewichte g) der Zustände p, und p, verhalten sich wie die inneren 
Quantenzahlen, d. h. wie 2:1, also sind die Einstrahlungskonstanten B 
gleich. Die Wahrscheinlichkeit B, um von einem Zustande p durch 
Hinstrahlung in einen ebensolchen Zustand s überzugehen, ist von 
der inneren Quantenzahl des Anfangszustandes unabhängig. 

Wir betrachten jetzt eine beliebige Mehrfachlinie, deren Kom- 
ponenten Übergänge darstellen zwischen verschiedenen Anfangs- und 
Endzuständen des Atoms. Die Messung hat gelehrt, daß die Inten- 
sitäten dann eine einfache Gesetzmäßigkeit zeigen, welche auch als 
Eigenschaft der Sprungzahlen betrachtet werden kann: 

Die totale Zahl der Sprünge von einem Anfangszustande nach 
mehreren Endzuständen, welche nur in ihrer inneren Quantenzahl- 
unterschieden sind, ist der inneren Quantenzahl des Anfangszustandes 
proportional (A). 7 

Die totale Zahl der Sprünge aus mehreren Anfangszuständen, 
welche nur in ihren inneren Quantenzahlen unterschieden sind, ist 
der inneren Quantenzahl des Endzustandes proportional [B]2). 


1) A. Einstein, Phys. ZS. 18, 121, 1917. 
3) H. O. Burger und H. B. Dorgelo, l. c., Regel III und IV. 
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Die erste dieser Regeln fiihrt uns zu der Folgerung, daB die 
Summe der Produkte gA fiir ein bestimmtes Anfangsniveau mit der 
inneren Quantenzahl dieses Niveaus proportional ist. Da aber g 
gerade mit dieser Zahl identifiziert werden muß, so folgt: 

Die Summe der Übergangswahrscheinlichkeiten A von einem 
Anfangsniveau nach verschiedenen Endniveaus, die sich nur durch 
ibre innere Quantenzahl unterscheiden, ist von der inneren Quanten- 
zahl des Anfangsniveaus unabhängig. | 

Eine ähnliche Regel läßt sich aus (B) ableiten, wenn man die 
Beziehung (3) verwendet, die ausdrückt, daß Strahlungsgleichgewicht 
von den betrachteten Atomen und schwarzer Strahlung möglich sein 
muß. Die Sprungzahlen, von denen (B) spricht, sind die Produkte 
9, A, und diese sind nach (3) durch die Produkte 9, B zu ersetzen. 
So bekommt man für die totale Sprungzahl von verschiedenen Niveaus 
nach einem anderen eine Sumine von konstantem B, multipliziert mit 
dem gemeinsamen Gewicht g, des unteren Niveaus. Da dieses Ge- 
wicht mit der inneren Quantenzahl des Niveaus identisch ist, und 
die Summe der Intensitäten nach (B) mit der inneren. Quantenzahl 
proportional ist, so folgt: 

Die Summe der Einstrahlungswahrscheinlichkeiten B von einem 
Niveau nach verschiedenen höheren Niveaus, die nur durch ihre inneren 
Quantenzahlen verschieden sind, ist von der inneren Quantenzahl des 
energieärmeren Anfangsniveaus unabhängig. 

. Um die Beziehungen, die wir gefunden haben, formelmäßig aus- 
zudrücken, bezeichnen wir die inneren Quantenzahlen der Anfangs- 
niveaus mit j und die der unteren Niveaus mit l; es seien g; und gı 
die Gewichte der Zustände mit diesen Quantenzahlen. Die Inten- 
sität einer Emissionslinie ist dann proportional 9; A;ı, und zwischen 
den Emissions- und Absorptionskonstanten A;; und Bı; und derselben 
Komponente besteht nach (3) die Beziehung: 


8 x 
lj Ájı = 3 hvs o Bij. | (3a) 


Die Frequenz v ist in erster Näherung von den inneren Quanten- 
zahlen j und J unabhängig und ist durch die totale Quantenzahl n 
und die azimutale Quantenzahl k bestimmt. Wir haben nun ge- 


funden, daß die Summe: 
A= Aji (4) 
l 


ausgedehnt über alle Werte von 7, die möglich sind, von l unab- 
hängig ist. Es ist also A eine Emissionskonstante, die für die ganze 
Mehrfachlinie charakteristisch ist; A ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
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eine Emission stattfindet von einem der höheren Niveaus nach irgend 
einem der unteren. 


Ebenso ist: B = X Bi; (5) 
j 


unabhängig von 7 und hat die Bedeutung einer Absorptionskonstante, 
die fiir die ganze Mehrfachlinie charakteristisch ist, ohne Hinsicht 
auf die Komplexstruktur. 

Aus (3a) folgt durch zweifache Summation nach j und l: 


À 8% 
Ag; a hv” BÈ g (6) 
Bezeichnet man noch 7 mit g, und Ya mit g» so bekommt man 


wieder die Beziehung (3), die fiir eine sintathig Linie gilt. g, und 9 
sind die totalen statistischen Gewichte von Anfangs- und Endzustand, 
und diese bestimmen für eine Mehrfachlinie das Verhältnis von A 
und B in derselben Weise, wie die Gewichte der einfachen Niveaus 
für eine einfache Linie. Man kann von der Trennung der oberen 
bzw. unteren Niveaus abstrahieren und die Mehrfachlinie als eine 
einfache Linie betrachten; es gilt dann für sie dieselbe Formel (3). 

Die modellgemäße Erklärung der behandelten Eigenschaften der 
Emissions- und Absorptionskonstanten ist uns zurzeit noch nicht mög- 
lich. Nur in einem Falle ist eine qualitative Erklärung möglich. 
Wenn ein Atom aus zwei verschiedenen Zuständen p, und p, in den 
Zustand s zurückfallen kann, ist die Wahrscheinlichkeit eines solchen 
Überganges von der inneren Quantenzahl unabhängig. Betrachtet 
man nun die Bahnen des Leuchtelektrons in den Zuständen p, und 
Pa, 80 müssen sie sehr ähnlich sein. Der Rumpf ist, wie man an- 
nimmt, in beiden Zuständen zwar anders orientiert, aber hat dieselbe 
Struktur; die Bahn des Leuchtelektrons muß daher, wenigstens an- 
nähernd, dieselbe Form haben. Wird die Bewegung des Leucht- 
elektrons harmonisch analysiert, so bekommt man also für p, und py 
dieselben Koeffizienten und es ist korrespondenzgemäß zu erwarten, 
daß die Übergangswahrscheinlichkeiten nach demselben Zustand s für 
pı und p, dieselben sein sollen. 

Eine Verallgemeinerung dieses Gedankens für den komplizierteren 
Fall, in dem Anfangs- und Endniveau mehrfach sind, zeigt, daß die 
totale „Explosionswahrscheinlichkeit* 1) von der inneren Quantenzahl 
unabhängig ist. Korrespondenzgemäß bedeutet das, daß die Fourier- 
schen Koeffizienten der Anfangsbahn, die für die verschiedenen Anfangs- 


1) Mit Explosion wird nicht ein Auseinanderfallen gemeint, sondern ein 
Labilwerden und Zusammenbrechen der bestehenden Konfiguration. 
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niveaus gleiche Gestalt und daher gleiche Fouriersche Koeffizienten 
hat, für die totale Explosionswahrscheinlichkeit des Atoms maßgebend 
ist; die Endbahn bestimmt in einer ‘bis jetzt unbekannten Weise das 
weitere Schicksal des explodierten Atoms. 

2. Im vorangehenden haben wir angenommen, daß die Trennung 
der mehrfachen Niveaus so gering war, daß die Frequenzen der Kom- 
ponenten gleich genommen werden konnten. Wir lassen nun diese 
Annahme fallen und schreiben daher für Gleichung (6): 


Sx 
9 Aji = | hvj n Bij. (6a) 


Leider bestehen noch keine sicheren experimentellen Daten fiir die 
Intensitäten von Komplexstrukturen mit weiter Trennung, und daher 
beschränken wir uns auf den Fall der scharfen Nebenserie ps, in 
dem der Index j nur eines Wertes fähig ist. Die beiden Glieder 
von (6a) geben die Sprungzahl der Komponenten, und diese wäre 
bekannt, wenn man die Absorptionskonstante B für die Zustände p,- 
und p, berechnen könnte, denn die Gewichte g; sind schon bekannt. 
Nun läßt sich die Absorptionswahrscheinlichkeit zwar nicht mit Sicher- 
heit angeben, aber folgende Überlegung kann uns doch etwas über 
diese Größe lehren. 
Sei @ die Strahlungsdichte, dann ist: 


oBdt 


die Wahrscheinlichkeit einer Absorption in der Zeit dt. Zur Berech- 
nung dieser Wahrscheinlichkeit stellen wir uns auf die Basis der 
Lichtquanten und bemerken, daB die Absorption stattfindet, wenn ein 
Atom von einem Lichtquant getroffen wird und überdies das Licht- 
quant aufnimmt. Die Wahrscheinlichkeit œ des letzten Ereignisses 
kann von dem Bau des Atoms und von seiner Lage abhängen. Wir 
nehmen aber an, daß œ nicht von der inneren Quantenzahl des vom 
Lichtquant getroffenen Atoms abhängt. Sei n die Zahl der Quanten 
von der betreffenden Frequenz, so ist die Wahrscheinlichkeit eines 
Treffens von Quant und Atom proportional n und proportional einer 
Größe, die mit der Wirkungssphäre des Lichtquants zusammenhängt 


9 l 
und gleich A? = — gesetzt werden kann!) Sei C ein von der 
v 
Frequenz unabhängiger Faktor, so bekommt man: 
oB = Cn2. (7) 


1) L. 8. Ornstein und H. C. Burger, ZS. f. Phys. 20, 345, 1924. 
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Da die Energie eines Quantes hv ist, besteht die Beziehung 


oe = hvn, 
und man findet: 
CAs = 04 


u ae (8) 


Die Wabhrscheinlichkeit einer Absorption ist für die verschiedenen 
p-Niveaus umgekehrt proportional der Frequenz der absorbierten 
Linie. In (6a) ist also für die verschiedenen Komponenten vj, Bi; 
gleich und die Sprungzahl g;A;ı ist proportional gp Für die Sprung- 
zahl gelten also die ganzzahligen Beziehungen, die durch den Wert 
von gı bestimmt werden; die Intensitäten der Linien p,s und 938 
verhalten sich nicht wie 2:1, sondern wie 2v,:v,, wenn v, und v, 
die Frequenzen von p,s bzw. ps darstellen. Für Triplettsysteme be- 
kommt man eine ähnliche Regel. Das Experiment muß entscheiden, 
ob dies wahr ist; die Bestätigung unserer letzten Behauptung wäre 
auch eine Bestätigung der Annahme, daß die Übergangswahrschein- 
lichkeit eines von einem Lichtquant getroffenen Atoms von dessen 
innerer Quantenzahl unabhängig ist. 


Utrecht, Physik. Institut d. Univ., März 1924. 
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Über Reste einer Spiralstruktur in Sternhaufen)). 
| Von P. ten Bruggencate in München. 
Mit fünf Abbildungen. (Eingegangen am 25. März 1924.) 


Eine Untersuchung des offenen Sternhaufens Messier 37 hat er- 
geben, daß sich bei den B- und A-Sternen des Haufens eine deut- 
liche Spiralstruktur erhalten hat. 


Die zuerst von Shapley gefundene Tatsache 2), daß die Riesen- 
sterne in den Kugelhaufen um so heller sind, je röter ihre Farbe ist, 
verlangt für die Sterne eines Kugelhaufens einen gemeinsamen Ur- 
sprung anzunehmen. Es ist die gleiche Erscheinung wie bei einem 
Doppelstern, bei dem die beiden Komponenten gleichzeitig entstanden 
sind, die mit kleinerer Masse sich aber rascher entwickelt hat. Im 
Sternhaufen bleiben die großen Massen noch im frühen Riesenstadium; 
die kleinen Massen durchlaufen ihre Entwicklung rascher, und haben 
deshalb schon die blaueren Spektralklassen erreicht. | 

Dieses Shapleysche Phänomen findet sich auch bei einigen 
offenen Haufen, wie z. B. bei Messier 37%) und Messier 114). Auch 
hier müssen wir auf gemeinsamen Ursprung der Haufensterne 
schließen. Freilich können diese beiden Haufen, die in Milchstraßen- 
wolken liegen, auch manche eingefangenen Sterne enthalten, was 
sogar wahrscheinlich ist, da das Phänomen bei weitem nicht so 
deutlich hervortritt wie bei den Kugelhaufen Messier 13 und 
Messier 3. | 

Die Annahme eines gemeinsamen Ursprungs der Sterne eines 
Kugelhaufens und mancher offener Haufen weist auf das Studium 
der Vergangenheit der Haufen hin. In dieser Hinsicht ist es von 
Wichtigkeit, die Anordnung der Sterne verschiedener Helligkeit oder . 
Spektren in den Haufen zu studieren. Die Hinweise von Freund- 
lich und Heiskanen®5) auf Reste einer Spiralstruktur in Messier 13 
bei den B-Sternen sind in diesem Zusammenhang ebenfalls sehr wert- 
voll, wird dadurch doch etwas über vorhandene Sternströmung aus- 
gesagt. | 

Um einen ersten Überblick über die Verteilung der hellen und 
schwachen Sterne in einem Kugelhaufen zu erhalten, habe ich nach 


1) Abschnitt aus der Münchener Dissertation. 

2) Mt. Wilson Contr. 116, 

3) v. Zeipel, Kungl. Svenska Vet. Akad. Handl. 61, Nr. 15. 
4) Shapley, Mt. Wilson Contr. 126. 

5) 28. f. Phys. 14, 226, 1923. 
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den Bonner Katalogen für Messier 3 und Messier 15 die hellen und 
und schwachen Sterne für sich auf Millimeterpapier in kleinem Maß- 
stab aufgezeichnet (Fig. 1 bis 4). Die Diagramme zeigen bei den 
schwachen Sternen aufs deutlichste die elliptische Anordnung, und 


‘Fig. 1. Fig. 2. 
Messier 3: 150 helle Sterne. Messier 3:270 schwache Sterne. 


Fig. 3. l Fig. 4. 
Messier 15:110 helle Sterne. Messier 15: 760 schwache Sterne. 


mit großer Sicherheit kann die Richtung der großen Achse geschätzt 
werden. Die Figuren stellen nur den innersten Kern der Haufen 
dar. Sie sind keine direkten Bilder der Haufen am Himmel, denn 
die A. R. wachsen von links nach rechts. — Betrachten wir die 
hellen Sterne an Hand der Diagramme, so sieht man — vor allem 
bei Messier 3 —, daß sie Reste einer Spiralstruktur zeigen. Diese 
Figuren haben mich zuerst auf diese Tatsache hingewiesen. Bei 


Messier 3 ist es wahrscheinlich, daß die Verbindungslinie der beiden, 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 4 
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einander gegenüberliegenden Loslösungspunkte der Spiralarme in die 
Richtung der großen Achse des Haufens fällt, wie es die Theorie 
von Jeans erfordern würde. Bei Messier 15 scheint schon ein viel 
ausgeglichenerer Bewegungszustand zu herrschen. Zur genaueren 
Untersuchung enthalten jedoch die Bonner Kataloge zu wenig Sterne, 
und dann ist auch die Trennung zwischen hellen und schwachen 
Sternen eine sehr willkürliche. Daher habe ich die Reste einer Spiral- 
struktur näher verfolgt beim Haufen Messier 37, der allerdings schon 
zur Gruppe der offenen Haufen gehört, aber doch noch das Shapley- 
sche Phänomen zeigt. Für diesen existiert ein umfangreicher Katalog 
von v. Zeipel und Lindgren‘). l 

Der Untersuchung liegt der folgende Gedanke zugrunde: Die 
Fig. 5 gibt in schematischer Weise eine Spiralstruktur wieder. Ich 

| teile nun den Haufen in eine Anzahl kon- 
zentrischer Ringe ein. Für jeden Ring 
wird gesondert die Richtung der Haupt- 
trigheitsachse bestimmt. Da in jedem 
Ring die Hauptmasse der Sterne jeweils 
in den Spiralarmen liegt, so ist klar, daß 
die Hauptträgheitsachse sich gleichsinnig 
drehen muß, wenn man von den inneren 
Ringen zu den äußeren übergeht. Die 
B- und A-Sterne sind in Messier 57 durch- 
schnittlich die hellsten, und, nach den Er- 
fahrungen im Sternsystem, die massigsten. 
Bei ihnen müßte sich somit am ehesten 
noch eine spiralartige Struktur im Verlauf der Entwicklung erhalten 
haben. Für sie habe ich daher die Rechnungen durchgeführt. 

Der Haufen wurde in vier konzentrische Ringe eingeteilt. Es 
besteht der Ring | 


I aus den v. Zeipelschen Ringen 1 und 2, 


Fig. 5. 


IL n n n n n 3, 4, 5, 
IM, » » n » 6, 7, 8, 
IV a « 4 ; » 9, 10,11. 


Aus zwei Gründen wurde hier abgebrochen, obwohl v. Zeipels 
Katalog 15 Ringe enthält: 1. Weil in den späteren Ringen nicht 
mehr alle Farbenindizes angegeben sind, und 2. weil in diesen 
äußersten Ringen eine starke Vermischung der Haufensterne mit den 
Sternen der Aurigawolke zu erwarten war, wodurch eine Störung der 
wirklichen Haufenstruktur zu befürchten ist. Für jede der vier Ring- 


1) Kungl. Svenska Vet. Akad. Handl. 61, Nr. 15. 
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zonen wurde gesondert die Richtung der Hauptträgheitsachse be- 
stimmt, und zwar nach der bekannten Formel: 

29,, 

Oy — Gx 

Hier ist « der Richtungswinkel der Hauptträgheitsachse gegen die 
x-Achse; ®,, ist das Deviationsmoment, 9, das Trägheitsmoment in 
bezug auf die y-Achse, 9, dasjenige in bezug auf die z-Achse. Wir 
stellen hier die Ergebnisse der Rechnung zusammen: 


tg2œ = 


Ringe von Zahl der B- is 
Zeipel | und A-Sterne 
i 
1, 2, 126 50° 58/ 
3, 4, 5 236 75 24 
6, 7, 8 194 94 6 
9, 10, 11 | 195 96 15 


Geht man vom Zentrum des Haufens nach außen, so dreht sich 
die Hauptträgheitsachse im entgegengesetzten Uhrzeigersinn. Diese 
gleichgerichtete Drehung zeigt, daß sogar in den offenen Haufen 
Reste einer Spiralstruktur zu finden sind. Jedenfalls ist durch diese 
Untersuchungen gezeigt, daß in den Sternhaufen, auch im Zentrum, 
noch keine stationären Zustände erreicht sind. 


4* 
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Normaler Kathodenfall der Glimmentladung 
und Ablösearbeit der Elektronen. 


Von A. Giinther-Schulze in Charlottenburg. 
Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 3. April 1924.) 


Zwischen dem normalen Kathodenfall V, an einem Metall und 

der Ablösearbeit p der Elektronen besteht die einfache Beziehung 

V, = C.p, wobei die Konstante C für das benutzte Gas charak- 
teristisch ist. 


In einer Veröffentlichung !), in der ich den Versuch machte, 
Gesetzmäßigkeiten der Glimmentladung aufzudecken, habe ich den 
normalen Kathodenfall zu dem elektrochemischen Normalpotential der 
Metalle in Beziehung gesetzt. Es hätte näher gelegen, den normalen 
Kathodenfall mit der Ablösearbeit der Elektronen zu vergleichen, 
denn, wenn die Glimmentladung dadurch zustande kommt, daß die 
vom Glimmlicht ausgehenden Kationen durch den Kathodenfall eine 
solche Energie erhalten, daß sie von der Kathode Elektronen ab- 
zuspalten vermögen, so ergibt sich ‘ohne weiteres die Vermutung, 
daß in ein und demselben Gase der normale Kathodenfall der Ab- 
lösearbeit der Elektronen proportional ist. Ich konnte diesen Weg 
jedoch damals nicht beschreiten, da mir keine hinreichenden Werte 
für die Ablösearbeiten zu Gebote standen. 

Inzwischen ist nun eine sehr wichtige Arbeit über den normalen 
Kathodenfall in Luft von A. Schaufelberger2) aus dem Züricher 
Institut hervorgegangen, in der nicht nur gezeigt wird, daß der nor- 
male Kathodenfall in Luft durch Beseitigung der letzten Spuren von 
Wasserdampf nicht unbeträchtlich erhöht wird, sondern in der auch 
die gemessenen störungsfreien normalen Kathodenfälle der Luft mit 
den von I. Langmuir) mitgeteilten Ablösearbeiten verglichen sind. 
Schaufelberger schreibt dazu: „Man bemerkt einen parallelen Gang 
von gp und Fka, so daß größerem @ im allgemeinen auch ein größeres 
Vka entspricht.“ Ferner haben Holst und Oosterhuis‘) ein ana- 


1) A. Günther-Schulze, ZS. f. Phys. 20, 1, 1923. 
2) A. Schaufelberger, Ann. d. Phys. 73, 21, 1924. 
3) I. Langmuir, Trans. Amer. Electrochem. Soc. 29, 125, 1916. 
4) G. Holst und Oosterhuis, Physica 1, 78, 1921. 
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loges Verhalten für den Kathodenfall verschiedener Metalle in Neon 
gefunden. 

Nun liegen zweifellos die Werte für den normalen Kathodenfall 
in den verschiedenen Gasen noch nicht derart fest, daß man voll- 
kommen sichere Schlüsse darauf aufbauen kann, andererseits aber 
sind die Erscheinungen der Glimmentladung so verwickelt, daß jeder 
Versuch, in ihnen Gesetzmäßigkeiten zu finden, unternommen werden 
muß. Deshalb sind in der folgenden Tabelle 1 die Quotienten V, 


Tabelle 1. C= = für verschiedene Gase und Kathodenmetalle. 
| | Ne | | Luft 
Metall | p He Ne | Holstu. | Ar N | H | Luft | Schaufel- | H30 
| Oosterhuis | | | berger 
Na 1,82 | 44,0 | 41,2 47,2 — (97,8?) (101,5?) — — — 
Mg 2,7 || 46,3 | 45,2 40,8 58,6 | 77,8 68,3 | 88,9 91,5 98,2 
Al. 3,0 51,0 48,3 3,3 0,0 | 71,7 64,0 | 80,7 100,7 107,0 
Zn 3,4 1421| — — 45,6 | 74,1 68,5 | 86,0 109,4 108,8 
Fe. 3,7 1435| — 37,9 44,9 | 69,8 67,6 |78,7 98,2 |107,7 
Cu. 4,0 144,2 | 55,2 37,6 88,8 | 61,0 74,8 | 70,5 93,8 101,2 
Ag 4,1 ||39,5| — 39,1 — | 62,0 73,4 | 74,4 104,3 106,5 
Pt 4,4 | 37,1 34,6 — 36,8 | 53,0 68,2 | 78,7 96,7 97,8 
C — | — | — 48,9 — | — — — 


Mittel . | — ||43,5 | 44,9 41,5 45,8 | 67,1 68,5 | 79,0 99,2 | 108,9 


für alle Kombinationen von Gas und Metall gemäß Tabelle 3 meiner 
früheren Arbeit gebildet, für die beide Werte bekannt sind. Ferner 
ist mit den Werten von Schaufelberger und von Holst und Ooster- 
huis in der gleichen Weise verfahren. Endlich sind folgende eigenen 
ad hoc ausgeführten Messungen des normalen Kathodenfalles in Wasser- 
dampf hinzugefügt. 


Metall ME anne Kathodenfall | Metall | Kathodenfall 
rea 265 V PE. .... 430 V 
821 V Cu... 405 V 
Zn. 370 V Ag....| 437V 
Fe. 399 V 


Für die Gase Ne nach Holst und Oosterhuis, Wasserstoff 
nach Tabelle 3, Luft nach Schaufelberger und H,O.nach den vor- 
stehend angegebenen Werten ist außerdem der Zusammenhang zwischen 
V, und @ graphisch in Fig. 1 eingetragen. 
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Tabelle 1 und Fig. 1 zeigen nun, daß sich bei sämtlichen be- 
rücksichtigten Gasen die Punkte zwanglos durch eine gerade Linie 
verbinden lassen, die durch den Nullpunkt geht, wenn bei N und 
H die an Na erhaltenen Werte weggelassen werden. Es ist also bei 
sämtlichen Gasen 

= Vn = C. Q, (1) 


wenn JV, der normale Kathodenfall, C eine das betreffende Gas 
charakterisierende Konstante und gm die Ablösearbeit der Elektronen 


Ablösearbeıt 
Volt 


0 700 200 300 400 Volt 
Normaler Kathodenfall 
Fig. 1. 

ist. Nur bei N zeigt sich ein gewisser Gang in den Werten, die 
Kathodenfälle der unedleren Metalle sind zu groß. Es besteht des- 
halb der Verdacht, daß die bisher gemessenen Kathodenfälle bei 
Stickstoff an den unedleren Metallen, vor allem an Na zu groß be- 
funden sind, und es wäre experimentell zu prüfen, ob durch ioni- 
sierten Stickstoff auf der Kathodenoberfläche gebildete Nitride den 
Kathodenfall sekundär in die Höhe treiben. Eine starke Nitridbildung 
in N auf Natriumkathoden ist in der Literatur verschiedentlich er- 
wähnt worden. Aus entsprechenden Gründen erscheint auch der 
Kathodenfall an Natrium in Wasserstoff zu hoch. 

Ermittelt man die Konstante C der Gleichung (1) in der Weise, 
daß man für jedes Metall, für das V, und m bekannt sind, C be- 
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rechnet, und aus allen so erhaltenen Werten für die einzelnen Gase 
das Mittel nimmt, so ergibt sich folgendes: 


Gas | C | 
Hè sse‘ 43,5 
Nos mi Kk ee 44,9 || (Tabelle 3) 
Ne... Bos 41,5 | (Holst u. Oosterhuis) 
AT ra 45,8 
Nee se a ek 67,1 || (Na-Wert weggelassen) 
sth gun 68,5 | (C, ) 
Luft ..... "79,0 || (Tabelle 3) 
J, Bee 98,8 | (wasserdampffrei nach Schaufelberger) 


Wasserdampf . | 103,9 


Eine Prüfung der Gleichung (1) für weitere Gase, insbesondere 
für den durch Atomgewicht und Kathodenfall eine extreme Stellung 
einnehmenden Quecksilberdampf ist sehr erwünscht. 

Daraus, daß zwischen Kathodenfall und elektrochemischem Normal- 
potential einerseits, Kathodenfall und Ablösearbeit andererseits ein 
enger zahlenmäßiger Zusammenhang besteht, folgt, daß auch die 
Ablösearbeit und das elektrochemische Normalpotential miteinander 
eng verknüpft sein müssen. Das ist in der Tat der Fall, gehört 
aber nicht hierher. 

Nachdem die Beziehung V, = C.p festgestellt ist, können mit 
ihrer Hilfe vorläufige Werte der Ablösearbeit für diejenigen Metalle 
berechnet werden, für die noch keine Messungen von @ vorliegen. 
So ergibt sich vorwiegend auf Grund der sorgfältigen Messungen 
von Schaufelberger folgendes: i 


Metall | Q Metall | @ 
We 1,55 V Pb 8,91 V 
Bibs .... 3,43 V Sn 3,98 V 
Ni. .... 3,65 V 8b 4,01 V 
Cee ar & & 3,72 V Au 4,23 V 
Wes ae A 3,84 V Pd 4,26 
O62 a % su 3,86 V- 


Zusammenstellung: Zwischen dem normalen Kathodenfall V,, 
an einem Metall und der Ablösearbeit gm der Elektronen besteht die 
einfache Beziehung V, = C.g, wobei die Konstante C für das be- 
nutzte Gas charakteristisch ist. 


56 


Zur Theorie 
der anomalen Beweglichkeit elektrolytischer Ionen). 
Von Hans Schmick in Berlin. 


(Eingegangen am 5. April 1924.) 


1. Berechnung des maximalen Bornschen Dipoleffekts bei gegebenem 
Wirkungsbereich elementarer Ionen. 2. Die anomale Beweglichkeit 
wird dadurch erklärt, daß der Wirkungsradius der Ionenladung wächst, 
während der wahre Ionenradius abnimmt. Hierbei versagt die 
kontinuumstheoretische Betrachtungsweise. 


§ 1. Während im allgemeinen die Beweglichkeit elektrolytischer 
Ionen mit abnehmender Größe der Ionen zunimmt, zeigt sich bei den 
kleinsten, atomaren Ionen das Umgekehrte; so wandert z. B. Lit lang- 
samer als Rb+ oder Ost. M. Born2)hat versucht, diese Tatsache dynamisch 
zu deuten, indem er die Wechselwirkung zwischen den Ionen und 
den in ihrer Umgebung befindlichen Wasserdipolen untersuchte. Bei 
der Ableitung des Widerstandsgesetzes wurde das von den Ionen 
herrührende Feld als so schwach angenommen, daß der Dipoleffekt 
unter Zugrundelegung der Stokesschen Hydrodynamik in einem 
Näherungsverfahren zusätzlich berechnet werden konnte. Diese Rechnung 
‚wird nun bei der Anwendung derart stark extrapoliert, daß das Ver- 
fahren Bedenken erregt. Born berechnet einen scheinbaren Radius R* 
der Wanderung, der in die Stokessche Formel 


| W = 62xR*U (1) 
eingesetzt, bei gegebener Geschwindigkeit U den Widerstand W ergab. 
Dieser scheinbare Radius als Funktion des wahren Radius R: 


1 /Ro\* 
R* — R | 2x 
E 3 (z) |: (2) 
erreicht für R = R, ein absolutes Minimum. Es ergibt sich 


AN 274 
R, = [0146 (« =) le (3) 


worin 7 bzw. x die Konstanten der molekularen bzw. der hydro- 
dynamischen Reibung des Wassers, e die Ionenladung, M das Dipol- 


1) Mit Benutzung der Göttinger Dissertation 1923, 
2) M. Born, ZS. f. Phys. 1, 221, 1920. 
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moment eines Wassermoleküls, œ eine Konstante zwischen 1 und 1/,,, 
die die Stärke des wirksamen Ionenfeldes 


e 
K == ns (4) 
bestimmt. Um nun die geringe Beweglichkeit des Li-Ions zu deuten, 
muß man annehmen, daß Rri < Ro ist. Man setze Ros+ =—= R,; dann 


ist nahezu Ruis = z Bo und wegen (2) 
Riis ow 6 Ryi+- 


Daraus folgt, daß die bei gegebener Geschwindigkeit U durch Dipol- 
wirkung hervorgerufene Kraft den hydrodynamischen Widerstand 
einer ungeladenen Kugel gleicher Größe um das Sechsfache übertrifft. 
Man gewinnt so ein Bild von der Größe der rechnerischen Extra- 
polation. — Die Polarisation des Wassers findet durch Sättigung 
(Parallelrichtung aller Dipole) ihre natürliche Grenze. Daraus entsteht 
eine weitere Schwierigkeit. Nach Langevin!) stellt der Ausdruck 


P = NM (Cg -3) = 5 (5) 


die Abhängigkeit der Polarisation P vom wirksamen elektrischen 
Felde dar (N ist die Anzahl der Moleküle in der Volumeneinheit). 
Für kleine ß hat man genähert 

| 


wächst B mehr und mehr, so tritt Sättigung ein: 
P=N.M. 


Man kann für das Ion einen Sättigungsradius definieren, der dem 
Wert ß = 3 entspricht. Hier nimmt nämlich die lineare Näherung 
den Sättigungswert an. Das Bornsche Verfahren darf daher nur 
angewandt werden, solange 


M «e 
P= ir eS? (6) 
ist. Setzt man nun nach dem Vorgang Debyes?) 7 = x, so zeigt 
ein Vergleich von (3) und (6), daß der Wert B = 3 nahezu dem 
Radius R, entspricht. Dann verliert wegen (6) die Bornsche Rechnung, 
die für R < Rọ den Umkehreffekt liefert, gerade in diesem Falle 
ihre physikalische Gültigkeit. 


1) Vgl. M. Abraham, Th. d. Elektrizität, 2. Bd., § 31. 
2) P.Debye, Verh. de D. Phys. Ges. 15, 777, 1913. 


58 Hans Schmick, 


Die elektrische Wechselwirkung ist auf die Umgebung des Ions 
beschränkt. Hier sind die Wassermoleküle selbst die Volumenelemente 
der fingierten Flüssigkeit. Ist n Æ x, so ergibt sich die Forderung, 
die Umgebung des Ions gesondert zu behandeln. 


§ 2. Jedes genügend stark geladene Ion besitzt einen gewissen 
Wirkungsradius, innerhalb dessen das Feld der Ladung noch merk- 
lichen Einfluß auf die Dipole des Lösungsmittels besitzt. Es sei 


MK 
Dann sind nach Langevin (vgl. $ 1) die Drehfreiheitsgrade der 
Dipole weitgehend gebunden. MK bedeutet die potentielle Energie 
eines Dipols M, der senkrecht zum Felde K steht, also völlig aus ihm 
herausgedreht ist. Ebenso groß ist die Arbeit, die aufgewandt 
werden muß, um einen im Abstande a vom Zentrum befindlichen, in 
die Feldrichtung eingestellten Dipol aus dem inhomogenen Ionenfelde 
herauszuziehen: | 
-|u dr == M Ku, 
dr 
a 

d. h. in der Umgebung des Ions werden alle sechs Freiheitsgrade 
des Wassermoleküls in gleichem Maße gefesselt. Gilt die Bedingung (7) 
in einer hinreichend großen Umgebung, so wird vollständige Bindung 
einer Anzahl von Dipolen eintreten; wir haben den Fall stabiler 
Hydratation oder, mit anderen Worten, stärkster gegenseitiger Beein- 
flussung von Ion und Lösungsmittel. Wir zeigen nun im folgenden, 
daß der von einem Wirkungsbereich gegebener Größe maximal zu 
erwartende Bornsche Dipoleffekt durch die Bedingung 


R* <o (8) 


beschränkt ist, wenn ọ den Wirkungsradius bedeutet. Diesen Wirkungs- 
radius wählen wir so groß, daß außerhalb ọ die gewöhnliche Hydro- 
dynamik des Wassers gilt. Innerhalb des Wirkungsbereiches dagegen 
rechnen wir in erster Näherung mit vollständiger Bindung der Dreh- 
freiheitsgrade Unter dieser Bedingung ist der Bornsche Effekt 
maximal bei gegebenem 9. Die im Feldbereich befindliche fingierte 
Dipolflüssigkeit habe die Reibungskonstante n; x sei die gewöhnliche 
Konstante des Wassers im Außenraum. 

Wegen (7) ist die Flüssigkeit innerhalb des Wirkungsbereiches 
weitgehend erstarrt; nur selten werden Wasserteilchen aufgenommen 
oder abgegeben. Daher vergleichen wir die im Wirkungsbereich befind- 
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lichen Dipole mit einer Flüssigkeit großer Zähigkeit und bringen dies 
durch die Annahme 

n groß gegen x (8a) 
zum Ausdruck. Es ist dies die einzige Möglichkeit, das hydro- 
dynamische Bild den tatsächlichen Vorgängen anzupassen. Die Bindung 
der Drehfreiheitsgrade berücksichtigen wir durch Anwendung der 
von Born entwickelten Hydrodynamik mit inneren Drehmomenten. 
Durch geeignete kinematische und dynamische Grenzbedingungen 
läßt sich der Zusammenhang mit der Stokesschen Flüssigkeitsbewegung 
im Außenraume herstellen. 


§ 3. Die Bewegungsgleichungen für den Feldbereich haben also 
die Form!) 


gradp—14q = 8 +5 rot; div g = 0. (9) 


p bedeutet den Druck, q die Geschwindigkeit, § die Volumenkraft und 
X das innere Drehmoment ( und % beziehen sich auf die Volumen- 
einheit). Ist g die Drehungswinkelgeschwindigkeit eines Dipols relativ 
zum elektrischen Felde, so kann man zerlegen: 


§ = 91 + Ga» (10) 


wo g, die Drehung im raumfesten Koordinatensystem, ga aber die 
negativ genommene Drehung des Feldvektors im Raume, wenn der 
Dipol sich mit der Geschwindigkeit q durch das Feld bewegt. Für den 
Fall eines zum Nullpunkt des Koordinatensystems kugelsymmetrischen 
Feldes hat g den Ausdruck 


= Gla: eh (11) 


Nun sind die Dipole weitgehend gebunden und daher zentral gerichtet. 
Sie erleiden aber durch die Strömung eine gewisse Ablenkung aus 
der Feldrichtung, und zwar derart, daß das Moment der molekularen 
Reibung infolge der Strömung dem Moment der am Dipol angreifenden 
elektrischen Kraft die Wage hält: 


67 |b—g, |= NM | siny | K; d = 5 Totg (12) 


Nach dem Vorgang Debyes faßt man die Moleküle als Kugeln auf, 
die sich im reibenden Medium drehen; daraus folgt die linke Seite 
von (12) als Ausdruck für die Deformationsspannungen, die an den 
Molekülen angreifen. Da nach (12) die Änderungsgeschwindigkeit 


1) Vgl. M. Born, l. e. 
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von y proportional einem Beschleunigungsgliede ist, so kann man bei 
hinreichend kleinen Geschwindigkeiten g = 0 setzen, d. h. 


82 = —g, oder b—g = b + go 
L = — 6n (d + ga) (13) 


das innere Drehmoment. Läßt man ferner in der Volumenkraft 
d = (P; grad) & 
($ = Polarisation pro Kubikzentimeter) den zentrisch symmetrischen 
Teil fort, der in der Bindung der Freiheitsgrade, also indirekt in (8a) 
zum Ausdruck gelangt, so wird die durch die Strömung hervor- 
gerufene, zum Felde senkrechte Komponente der Polarisation durch 
die Gleichungen 
[B.; R] = £ = — 6 n (d+ ga); (R; d+ G2) = 0 

bestimmt, und man behält die durch Ablenkung der Dipole bewirkte 


Volumenkraft 8 
y= 6n (Ga ar grad) KR. (14) 


Setzen wir (13) und (14) in die Differentialgleichung (9) ein, so 
erhalten wir bei Einführung des Coulombschen Feldes 


grad p—n 4g = ên Ir (| + 99); =] grad ) = = 5 rot (d+ sa} (15) 


y3 


Danach ist 


Im Außenraum dagegen gilt 
grad p— x dq = 0; div q = 0. (16) 
Bezeichnet ¿ den Index der inneren, a den der äußeren Bewegung, 
so werden die kinematischen und dynamischen  Grenzbedingungen 
durch folgende Gleichungen dargestellt; 
qik = 0; Jio — Qao; Azao = — U; (17) 
X vio = X vag; ... Zyio == Zvao (18) 
R ist der Radius des im Nullpunkt des Koordinatensystems 
ruhenden Ions, ọ der Wirkungsradius, X,o ..- Zvo bedeuten die 
Flächenkräfte an der Oberfläche der Kugel ọ mit der inneren Nor- 
malen v. 
Die Lösung von (16) hat die Form 


Pa = 2 I) + const 
ne nA D DI 


Durch Einsetzen ergeben sich die Bestimmungsgleichungen . 
n An An 5) nr Bn=0; Au—x[(n—3)(4—n)+2]B. = 0. (19) 
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Hieraus folgen die Exponenten 
n = 3; n=5 (20) 
der Stokesschen Bewegung. In der gleichen Weise erhalten wir fiir 
die Koeffizienten der Lösung von (15) die Bestimmungsgleichungen 


u+n, [5 mlm —5) + 3 |B = 05 
21 
(mo (Fa m+ 9) +4—2n] B= 0. en 


WM +n 


Nk — 2 
Bedingung für die Lösung dieses Systems ist die Gleichung 


vierten Grades 


aion a nm! — o. 


Sie läßt sich auf eine quadratische Gleichung reduzieren und 
liefert die Werte 
n, = 0,1161; mn, = 4,884; mn, = 1,080; n, = 3,920. (22) 
Gesucht ist der Gesamtwiderstand, den das Ion erfährt. Die 
hydrodynamische Hauptgleichung 


| Fd + | Z,do = 0 
ergibt, auf den Wirkungsbereich angewandt, 
f (— 8dr + f Z=-mdo > | Zo =— 9 46; 
(8) 
links steht der Gesamtwiderstand, den das Ion erfährt. In die rechte 
Seite setzen wir nach (18) die Flächenkräfte der äußeren Bewegung 
ein. Mit (19) und (20) erhalten wir dann durch Ausrechnung leicht 


| (3) dt | Zo=-mdo = — 82x By. 
(s) 
Der scheinbare Radius der Bewegung folgt nun aus der Beziehung 
W = 62x R* U = 8 n x B;, (23) 
und man hat für das Verhältnis des scheinbaren zum Wirkungsradius 
R* 4 
= = z By 24 


Eine Bestimmung von B, nach (17) bis (22) ergibt nun die rechte 
Seite von (24) als Funktion des Verhältnisses R/ọ: 


` = (a) (25) 


oder in einfacher Schreibweise 
y = f (x). (25a) 
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f(x) hat folgende Form | 
f (£) = Myo Pı — Mıı Pa , (26) 
M19 Pı — My, Pa + a (11 Mog — Myo Mo, + Mg, Pa — Moa P1) 
worin zu setzen ist: 
mıı = 1,263 21 + 0,431 „291101 — 0,167 488%, 
Mio = 1,263 x39? — 0,0524 „1161 4 0,317 24884, 
My = — 2,131 x108 + 2,118 x01161 + 0,0127 x48384, 
Mog == 0,281 23:92 — 0,257 „1161 — 0,0241 z+#8%; 


p = (- 0,861 + =) g108 — (3,287 + 1,633 =) z%1161 


a (- 0,833 + 0,633 <) gp B84, 


py = (0413 + a 23:92 4 (0,399 + 0,198 =) 021161 


as (1,576 — 1,198 4 giet, 


Für n = oo nimmt (26) den Wert Eins an. Das bedeutet aber 
nach (25) und (24), daß 
| R* = 0; 
der Wirkungsbereich des Feldes ist völlig erstarrt, und der Radius 
der Wanderung ist gleich dem Wirkungsradius. 
Zweitens sei x/ņ klein gegen Eins. Schreiben wir (26) in der 


Form 
1 


——, (27) 
x 
Ls n? (x) 


f(z) = 


My Mog — Mia Mo, + Mo Po — Maa Pı - 

Mia Pı — Mıı Do 
und vernachlässigen in den p die Glieder mit x/n, so erhalten wir die 
folgende Tabelle für (x) — 


g (x) = 


x | p (x) x | p (x) 
1,0 0 0,5 + 0,990 
0,9 + 0,054 0,3 + 2,33 
0,7 + 0,308 0,1 + 3,24 


Nach (27) und (25) folgt hieraus: 
l. Es ist immer R*<@; der scheinbare Radius der Bewegung 
ist kleiner als der Radius des Wirkungsbereichs. | 


Zur Theorie der anomalen Beweglichkeit elektrolytischer Ionen. 63 


2. R* nimmt ab mit R; eine Umkehr der Beweglichkeit tritt 
nicht ein. 

3. Je kleiner das Verhältnis %/n, umso kleiner ist das Verhältnis 
R*'o. 

Mit Benutzung der vollen Gleichung (26) erhält man im Grenz- 
fall n —x die nachstehende Tabelle: 


x | f(x) x | f(x) 


1,0 1,0 0,5 0,58 
0,9 0,93 0,3 0,39 
0,7 0,78 0,1 0,32 


Hier sinkt der scheinbare Radius bei abnehmendem R bis auf 
etwa 1’, des Wirkungsradius. 

$4. Die Erklärung des Umkehreffekts gelingt also nur unter der 
Annahme, daß der Wirkungsradius wächst, während der wirkliche Radius 
des Ions abnimmt. Da nun bei der Einwirkung des nach außen hin 
abnehmenden Ionenfeldes auf ein Kontinuum die Wirkungsbereiche 
verschieden großer Ionen gleiche Radien ọ haben müßten, so kann die 
rein hydrodynamische Theorie nicht zum Ziele führen, vielmehr wird 
man molekulare Daten über Größe, Struktur und Lagerung der Wasser 
moleküle heranziehen müssen. Hier ist nun die Möglichkeit vorhanden, 
daß das einfache Bild stabiler Hydratation, das wir oben hydro- 
dynamisch erläuterten, überwiegend zu Recht besteht. Danach wandern 
Cs+ oder Rbt, die größten Ionen aus der Reihe der Alkalimetalle, 
noch angenähert hydrodynamisch nach dem Stokesschen Gesetz. 
Man hat dann!) bei 25°C 


R= En 89,54.10°®cm, 


U25 
worin u die Beweglichkeit, und man erhält mit us == 78 für Cäsium 
und Rubidium 
R = 1,15.10°®cm. 

Dieser Wert ist seiner Ableitung nach ein Maximalwert und 
stimmt z. B. gut überein mit der aus der Bornschen Gittertheorie 
erhaltenen Zahl 0,914.10—8, die nach Lande noch etwas zu klein ist 2). 
Lit wird nun, da es doppelt so langsam wandert, einen räumlich min- 
destens doppelt so großen Wirkungsradius haben müssen: ỌLi+ > 2,3 
.10-8cm. In dieser Umgebung ist mindestens eine einfache Schicht 
von Wassermolekülen gebunden, da div Anziehungskräfte gegen Cäsium 


1) Vgl.R. Lorenz, Raumerfüllung und Ionenbeweglichkeit, S.12. Leipzig 1922. 
2) Vgl. R. Lorenz, l. c., Tabelle 8. 255. 
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um ein Mehrfaches gewachsen sind. Das ganze Gebilde wandert hydro- 
dynamisch nach Stokes, wie oben auseinandergesetzt. Gegenwärtig 
ist nun nichts über die tatsächliche Stärke des wirksamen Feldes 
kleinster Ionen bekannt. M. Born!) hat zwar die Energiefrage in 
Angriff genommen, indem er die lonenlösungswärme untersuchte. 
Er rechnete aber mit der gewöhnlichen Dielektrizitätskonstante des 
Wassers, während wir es doch mit molekularen Feldern zu tun haben. 

Unter der Annahme, daß die elektrische Wechselwirkung auch 
bei Lit nicht zur Sättigung führt, bliebe noch eine Kraftkomponente 
zu berücksichtigen, die bisher nicht berechnet ist. Wenn nämlich die 
Dipole in das Feld des Ions eintreten oder es verlassen, so erleiden sie 
eine Verzögerung ihrer Einstellung in dem zu- oder abnehmenden Felde. 
— Wir kommen zu dem Schluß, daß die Dipoltheorie in ihrer bis- 
herigen Form das Problem der anomalen Beweglichkeit kleinster 
Ionen nicht zu lösen imstande ist. 

Der Verfasser ist Herrn Prof. Born, von dem die Anregung zu 
dieser Arbeit ausging, zu großem Dank verpflichtet. 


Köln-Lindenthal, März 1924. 


1) M. Born, ZS. f. Phys. 1, 45, 1920. 


Das Raumgitter des Triphenylmethans. 
Von K. Becker in Berlin -Dahlem. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 25. Februar 1924.) 


In einer früheren, mit H. Rose gemeinsamen Arbeit!) waren von 
uns als Abmessungen des Elementarparallelepipeds des Tripbenyl- 
methans folgende Werte angegeben worden: a = 13,40 A, b= 11,85 A, 
c — 6,85 A; a:b:c = 1,140:1:0,578. Aus diesen drei Kanten ergab 
sich das Volumen der Elementarzelle zu 1090 A® und für eine Dichte 
von 1,103 drei Moleküle darin. Da drei Moleküle mit rhombischer 
Symmetrie nicht im Einklang stehen, ließen wir die Frage offen, ob 
das bestimmte Elementarparallelepiped hexagonale Symmetrie haben 
könnte, da die Raumgruppen dieser Symmetrieklassen eine durch 3 
teilbare Anzahl von Fundamentalbereichen haben. Da bei den oben 
angegebenen Zahlen b = cY 3 ist, hätte das vermessene Epiped ein 
orthohexagonales Prisma sein können. Wir hatten die Zahlen aus einer 
Drehaufnahme bestimmt, indem wir den c-Wert (Netzebenenabstand 
in Richtung der Nadelachse — Drehachse) aus den Schichtlinien, die 
Werte a und b aus der quadratischen. Form sin29’/2 = K, k? + Kag k? 
berechneten. 

In einer Entgegnung auf unsere Arbeit gaben Mark und Weissen- 
berg?) andere Werte an, welche sie durch Drehung einor Kristall- 
nadel um die drei kristallographischen Achsen bestimmt hatten. Die 
Berechnung aus den Schichtlinien ohne Diskussion sämtlicher Inter- 
ferenzmaxima durch eine quadratische Form ergab a = 15,16 A, 
b == 26,25 A, c = 7,66 A; a:b:c = 1,152:2:0,584. Aus dem Volumen 
dieses Elementarparallelepipeds ergeben sich fiir eine Dichte von 1,056 
acht Molekiile darin. 

Auf einen Vorschlag von Herrn Dr. Mark wurden die Präparate 
ausgetauscht und wir setzten unsere Versuche im gegenseitigen Ein- 
vernehmen fort. Dabei zeigte sich, daß in beiden Fällen dieselben 
Modifikationen untersucht worden waren und daß es sich um die 
stabile, rhombisch bipyramidale Form handelt, was auch durch eine 
Laueaufnahme bestätist wurde. Um den Gitterabstand in Richtung 
der c-Achse genau festzulegen, wurden dann Aufnahmen gemacht, 
indem ein Triphenylmethankristall zugleich mit einem Cu- oder 
Al-Draht. durchleuchtet wurde. Dabei ergab sich unter Zugrundelegung 


1) Becker und Rose, ZS. f. Phys. 14, 369, 1923. 
2) Mark und Weissenberg, ZS. f. Phys. 17, 347, 1923; vgl. dazu Becker 
und Rose, ebenda, 8. 352. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. 5 
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der Gitterkonstanten für Cu (a = 3,60Ä) und Al (a = 4,07 A), daß 
sämtliche Gleitwinkelwerte dieser‘ Eichaufnahmen von jenen unserer 
ersten Aufnahme um einen konstanten Betrag abwichen. Da a/r =tg? 
ist (a —= Abstand des Interferenzmaximums vom Primärfleck der Platte, 
r = Abstand der Platte vom Kristall), muß die Differenz auf r zurück- 
zuführen sein. Eine Rückrechnung aus den Eichaufnahmen ergab, 
daß wir bei unserer ersten Aufnahme den Abstand mit 5,67 cm statt 
mit 6,00cm gemessen hatten. Da wir unsere späteren Filmaufnahmen 
stets auf diese erste Messung bezogen, lief diese Meßungenauigkeit 
| nA 


| 2 sin 9/2 
ist, bedingt bei den gemessenen Gitterabständen in dem Intervall von 


9/2 = 0° bis 15° ein um 0,35 cm zu kurz gemessenes r ein um etwa 
7,5 Proz. zu kleines d. 
In der Zuordnung der 
Indizes der reflektieren- 
den Netzebenen zu den 
einzelnen Interferenz- 
maxima ändert dieser 
konstante Fehler natür- 
lich nichts,da jadadurch 
lediglich die Kanten 
des Elementarparallel- 
epipeds in allen Rich- 
tungen um denselben Betrag verkürzt erscheinen. Unsere rechnerische 
Auswertung des ersten Röntgenogramms war also richtig, nur ergaben 
sich infolge der Meßungenauigkeit des Plattenabstandes sämtliche 
linearen Abmessungen um 7,5 Proz. zu kurz und daher auch das 
Volumen des Elementarparallelepipeds zu klein. Das Achsenverhältnis 
bleibt natürlich das gleiche. Die nun bestimmten Werte sind 
a = 14,52 A, b = 12,81 A, c = 7,42 A. (Fehlergrenze + 1,0 Proz.) 
a:b:c = 1,133: 1:0,578. . 

V = 1380 AS, was für d = 1,152 (gemessen 1,132) vier Molekiile ergibt. 
Vergleicht man diese Zahlen mit den von Mark und Weissenberg 
angegebenen, so liegen deren Werte um 4,4, 2,5 und 3,2 Proz. höher, 
wenn man bei ihnen die b-Kante halbiert!). In der vorstehenden Figur 
ist das Verhältnis der bisherigen Messungen zueinander demonstriert. 


stets als konstanter Fehler durch die Rechnung mit. Dad = 


1) Es kann aus unserer Aufnahme nicht entschieden werden, ob die Reflexion 
der (010)-Ebene in der 2. oder erst in der 4. Ordnung auftritt. Wir haben daher 


bei der Auswertung auf das kleinst mögliche Elementarparallelepiped Bezug 
genommen. 
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In folgender Tabelle ist die Zuordnung der Netzebenenindizes 
zu den einzelnen Maxima angegeben, wie wir sie schon in unserer 
ersten Auswertung festgelegt haben. 


Tabelle 1. 


sin 0/2 gem. | sin 3/2 ber. (hkl) 


schwach.. . 5°28! | 0,0958 0,0961 ß- Linie 
stark 6 02 0,1051 0,1058 200 
mittel . 6 45 0,118 0,120, 0,118 | 020, 210 
stark 7 27 0,130 0,131 120 
mittel . 9 05 0,158 0,160 22 
stark 10 17 0,178 0,179 030 
mittel . 11 17 0,196 0;198 320 

R 11 55 0,207 0,209 230 

$ 12 22 0,215 0,212, 0,219 | 400, 410 

1. Schichtlinie. 

mittel . .. . 6947! | 0,117 0,116, 0,119 ' 101, 011 

SE 735 0,132 0,131 © 11 
sehr stark . . 9 50 0,171 0,167 | 121 
mittel . . . . 11 10 0,194 0,191 221 

ee er 12 00 0,208 0,206 031 
schwach . . . 12 40 0,219 0,221 131 
mittel . . . . 13 35 0,235 Pa 0,235 | 231, 401 

re 14 12 0,246 0,243 411 

l 2. Schichtlinie. 

mittel -... | 13630’ | 0,233 Dr 0,235 | 202, 022 
schwach . 14 15 0,246 0,243 122 


Aus der Ewaldschen Vektorenbeziehung (hf) = l = o F 


i VEF arme 
welche gestattet, aus den Koordinaten eines beliebigen Interferenz- 
maximums (F — Abstand des Punktes von der horizontalen Mittellinie 
der Platte, G = Abstand des Punktes von der vertikalen Mittellinie 
der Platte, D = Plattenabstand vom Kristall) den reziproken Netz-. 
ebenenabstand in Richtung der Drehachse zu berechnen, ergeben sich 
folgende Werte: 


Tabelle 2. 
= 3 = 
Maximum | 24 | 2G 2 Ä (bf) 
| cm | cm cm | 

(111) 2,62 1,95 | 0,1335 
(121) 2,65 3,40 | 0,1345 
(221) 2,68 4,20 600 0,1350 
(411) 2,82 6,00 0,1339 
(202) 5,61 2,13 | 0,1360 


Mittelwert: | 0,1346 
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1 1 DIE r 
doun = w = 0.1346 = 7,42. Daher ist sin B(o91)/2 = 0,1037 und 


der Wert K} der quadratischen Form 0,0107. Die quadratische 
Form sin?3/2 — 0,0028 k? + 0,0036 k? + 0,0107 12 ergibt dann die 
bereits erwähnten (gegen früher entsprechend verlängerten) Kanten 
des Elementarparallelepipeds. 


Zusammenfassung. Die rechnerische Auswertung und Be- 
zifferung des „vollständigen Spektraldiagramms“ ist dieselbe, wie sie 
der ersten Arbeit von Becker und Rose dem Triphenylmethan zu- 
grunde gelegt wurde. Die Deutung des „vollständigen Spektral- 
diagramms* war also richtig. Nur hatte sich infolge einer Meß- 
ungenauigkeit des Plattenabstandes (5,67 statt 6,00 cm) eine konstante 


Verkürzung aller linearen Abmessungen des Elementarparallelepipeds 


ergeben, so daß sich n = rid — 3 statt 4 berechnete (n = Anzahl 
der Moleküle im Elementarparallelepiped, V = a.b.c = Volumen 
desselben, L = Loschmidtsche Zahl, d = Dichte, M = Molekular- . 


gewicht). 


Zum Raumgitter des Triphenylmethans. 
Von H. Mark und K. Weissenberg in Berlin-Dahlem. 
(Eingegangen am 25. Februar 1924.) 


Durch die vorstehende Arbeit erscheinen nunmehr die Differenzen, 
welche bezüglich des Elementarkörpers des Triphenylmethans be- 
standen, in dem Sinne aufgeklärt, daß 

l. in beiden Fällen dieselbe Modifikation von rhombischer Sym- 
metrie untersucht wurde, und 

2. von Herrn Becker nunmehr für n die Zahl 4 an Stelle der 
früher angegebenen Zahl 3 berechnet wurde. Die noch 
bleibende Diskrepanz zwischen n = 4 und n = 8 hat ihren 
Grund darin, daß wir die b- Achse doppelt so groß angeben 
als Herr Becker. Diese Angabe ist durch sämtliche ungerad- 
zahligen Schichtlinien in unseren Drehdiagrammen um die 
b-Achse experimentell gestützt, so daß sie für erwiesen gelten 
kann. 
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Uber die Quantentheorie der Strahlung. 
Von N. Bohr, H. A. Kramers und J. C. Slater in Kopenhagen. 
(Eingegangen am 22. Februar 1924.) | 


Ohne von dem klassischen Gesetz der Strahluugsfortpflanzung im 
leeren Raum abzuweichen, wird in der Arbeit versucht, eine sinn- 
gemäße Beschreibung der optischen Phänomene in enger Verbindung 
mit der quantentheoretischen Deutung der Spektren zu erzielen. 
Dabei werden die kontinuierlichen Strahlungserscheinungen mit den 
diskontinuierlichen Atomprozessen durch Wahrscheinlichkeitsgesetze 
nach dem Vorgang von Einstein verbunden. Unter Heranziehung 
virtueller Oszillatoren, die nach dem Korrespondenzprinzip den dis- 
kontinuierlichen Prozessen zugeordnet werden können, werden je- 
doch diese Gesetze in einer etwas anderen Weise gedeutet, als es 
gewöhnlich geschieht. 


Einleitung. Bei den Versuchen, die Wechselwirkungsvor- 
gänge zwischen Strahlung und Materie theoretisch zu deuten, wurde 
man zu zwei verschiedenen, sich scheinbar widersprechenden Auf- 
fassungen geführt. Einerseits fordern die Interferenzerscheinungen, 
von denen die Wirkung aller optischen Instrumente wesentlich ab- 
hängt, eine kontinuierliche Auffassung von derselben Art, wie sie in 
der Wellentheorie des Lichtes enthalten ist, besonders in der Form, 
in welcher diese Theorie auf Grundlage der klassischen Elektro- 
dynamik entwickelt worden ist. Andererseits fordern die Erscheinungen 
des Austausches von Energie und Bewegungsgröße zwischen Strah- 
lung und Materie, auf die die Beobachtung optischer Phänomene 
schließlich zurückzuführen ist, eine Auffassung, die wesentliche dis- 
kontinuierliche Züge enthält. So haben die genannten Erscheinungen 
zu der Aufstellung der Theorie der Lichtquanten geführt, die in 
ihrer paradoxesten Form sogar die Wellenkonstitution des Lichtes 
verneint. Beim heutigen Stande der Wissenschaft scheint es nicht 
wohl möglich, sich von dem formalen Charakter der Deutung der 
atomaren Prozesse loszumachen. Dies kommt besonders darin zum 
Ausdruck, daß man vorläufig darauf verzichtet, den Mechanismus der 
in der Quantentheorie der Spektren als Übergänge zwischen statio- 
nären Zuständen bezeichneten diskontinuierlichen Vorgänge näher zu 
beschreiben. Trotzdem scheint es möglich, wie wir in der vorliegenden 


Abhandlung zeigen werden, im Anschluß an das Korrespondenzprinzip 
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ein sinngemäßes Bild der optischen Phänomene zu entwerfen, wenn 
die diskontinuierlichen Prozesse im Atom in einer von der herkömm- 
lichen etwas abweichenden Weise mit dem kontinuierlichen Strahlungs- 
feld verbunden werden. Die in $ 2 eingeführte wesentlich neue 
Annahme, daß das Atom schon vor dem Auftreten eines Übergangs- 
prozesses durch ein virtuelles Strahlungsfeld imstande ist, mit ent- 
fernten Atomen zu kommunizieren, rührt von Slater her!). Ur- 
sprünglich war es seine Meinung, in dieser Weise eine bessere 
Harmonie zwischen dem physikalischen Bilde der elektrodynamischen 
Lichttheorie und der Lichtquantentheorie zu erreichen, wobei die 
Emissions- und Absorptionsübergänge in kommunizierenden Atomen 
als paarweise zusammengekoppelt erscheinen sollten. Es wurde jedoch 
von Kramers betont, daß die erwähnte Annahme, anstatt zu der 
Vorstellung einer engen Koppelung dieser Vorgänge zu führen, viel- 
mehr uns die Auffassung aufdrängt, daß Übergangsprozesse in ent- 
fernten Atomen in noch höherem Grade unabhängig voneinander 
sind als bisher angenommen wurde. Die vorliegende Arbeit bildet 
das Resultat einer gemeinschaftlichen Diskussion der Verfasser über 
die Bedeutung, welche diese Annahmen eventuell für die Weiter- 
führung der Quantentheorie haben können; sie kann in verschiedener 
Hinsicht als ein Supplement zum neulich erschienenen ersten Teil 
einer Arbeit von Bohr über die Prinzipien der Quantentheorie be- 
trachtet werden, in der mehrere der hier berührten Probleme aus- 
führlicher besprochen sind ?). 


§ 1. Die Prinzipien der Quantentheorie. Die elektro- 
magnetische Lichttheorie gibt nicht nur ein wundervoll angemessenes 
Bild von der Fortpflanzung der Strahlung durch den freien Raum, 
sondern hat sich auch in großem Umfange als zur Deutung der 
_ Erscheinungen, die mit der Wechselwirkung von Strahlung und 
Materie zusammenhängen, geeignet erwiesen. So läßt sich eine 
allgemeine Beschreibung der Emissions-, Absorptions-, Refraktions-, 
Streuungs- und Dispersionserscheinungen erreichen auf Grund der 
Annahme, daß die Atome elektrisch geladene Teilchen in sich ent- 
halten, die harmonische Schwingungen um stabile Gleichgewichts- 
lagen herum ausführen können, und die den klassischen elektrodyna- 
mischen Gesetzen gemäß Energie und Bewegungsgröße mit dem 


1) J. C. Slater, Nature 113, 307, 1924. 

2) N. Bohr, Uber die Anwendung der Quantentheorie auf den Atombau. I. 
Die Grundpostulate der Quantentheorie, ZS. f. Phys. 18, 117, 1923. Diese Arbeit, 
welche auch ausführlichere Literaturhinweise enthält, wird im folgenden stets 
als G. d. Q. zitiert. 
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Strahlungsfelde austauschen. Andererseits weisen die genannten Er- 
scheinungen bekanntlich eine Anzahl von Zügen auf, die zu den 
Folgerungen der klassischen Elektrodynamik im Widerspruch stehen. 
Ein solcher Widerspruch wurde zuerst im Falle des Gesetzes der 
Wärmestrahlung außer Zweifel gestellt. Von der klassischen Vor- 
stellung über Strahlungsemission und Absorption durch einen harmo- 
nischen Oszillator ausgehend, fand Planck, daß- Übereinstimmung 
mit den Versuchen über Wärmestrahlung nur durch die Einführung 
einer neuartigen Annahme erzielt werden konnte, die darauf hinaus- 
ging, daß in der statistischen Gleichgewichtsverteilung nur mit ge- 
wissen Zuständen der oszillierenden Teilchen zu rechnen sei. Die 
Energie in diesen Zuständen wurde einem ganzen Vielfachen des 
Quantums ho gleich gefunden, wo @ die natürliche Frequenz des 
Oszillators und h eine universelle Konstante ist. Unabhängig von 
Strablungserscheinungen erhielt dieses Resultat, wie Einstein zeigen 
konnte, eine unmittelbare Stütze in den Versuchen über die spezi- 
fische Wärme fester Körper. Gleichzeitig stellte dieser Verfasser 
seine wohlbekannte ,,Lichtquantentheorie* auf, nach welcher Strahlung 
sich nicht wie die kontinuierlichen Wellenzüge der klassischen Licht- 
theorie fortpflanzen sollte, sondern vielmehr wie diskrete Einheiten, 
die in kleinem Raumgebiet die Energie hy enthalten sollten, wo h 
die Plancksche Konstante bedeutet, und v die Größe, die im 
klassischen Bilde als die Anzahl der in der Zeiteinheit vorbeiziehenden 
Wellen gedeutet wird. Obgleich der große heuristische Wert dieser 
Hypothese in der Bestätigung der Einsteinschen Voraussage bezüglich 
des photoelektrischen Effektes klar zutage tritt, so kann die Licht- 
quantentheorie dennoch nicht als eine befriedigende Lösung des 
Problems der Lichtfortpflanzung angesehen werden, was schon aus 
dem Umstande erhellt, daß die in dieser Theorie auftretende 
„Frequenz“ v der Strahlung durch Versuche über Interferenzerschei- 
nungen definiert ist; diese Erscheinungen fordern aber offensichtlich 
zu ihrer Deutung eine Wellenkonstitution des Lichtes. 

Den grundsätzlichen Schwierigkeiten der Ideen der Quanten- 
theorie zum Trotze hat es sich als möglich herausgestellt, dieso Ideen 
in Verbindung mit anderswoher entnommenen Ergebnissen, den Bau 
der Atome betreffend, zu einer Deutung der Untersuchungen über 
die Emissions- und Absorptionsspektren der Elemente zu verwenden. 
Diese Deutung stützt sich auf das grundlegende Postulat: daß ein 
Atom der Existenz in einer Anzahl von ausgezeichneten Zuständen 
fähig ist, den sogenannten „stationären Zuständen“, denen eine 
eigentümliche Stabilität zugeschrieben wird, von der die Begriffe der 
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klassischen Elektrodynamik nicht imstande sind, Rechenschaft abzu- 
legen. Diese Stabilität tritt zutage in dem Umstande, daß eine 
Änderung im Zustande des Atoms stets in einem vollständigen Über- 
gangsprozeB von einem stationären Zustande zu einem anderen be- 
stehen muß. Mit optischen Phänomenen wird dies Postulat durch die 
weitere Annahme verknüpft, daß, falls ein Übergang zwischen zwei 
stationären Zuständen von Emission von Strahlung begleitet ist, diese 
Strahlung aus einem Zug harmonischer Wellen besteht, deren Fre- 
quenz durch die Beziehung 

hv = E — E, (1) 
bestimmt wird, wo E, und E, die Energiewerte des Atoms im An- 
fangs- bzw. im Endzustand bedeuten. Weiter wird angenommen, daß 
der umgekehrte Übergangsprozeß stattfinden kann als Folge von 
Bestrahlung mit Licht von eben derselben Frequenz. Die Anwend- 
barkeit dieser Annahmen zur Deutung der Spektren der Elemente 
ist wesentlich dem Umstande zu verdanken, daß es sich in manchen 
Fällen als möglich erwiesen hat, mit Hilfe einfacher Regeln die 
Energiewerte für die stationären Zustände eines isolierten Atoms zu 
berechnen unter Zugrundelegung von Bewegungen, die mit großer 
Annäherung durch die gewöhnlichen elektrodynamischen Gesetze be- 
schrieben werden (G. d. Q., Kap. I, § 1) Die Begriffe der Elektro- 
dynamik erlauben uns dagegen nicht, die Einzelheiten des Mecha- 
nismus der Übergänge zu beschreiben. 

Was das Vorkommen von Übergangsprozessen betrifft, so scheint 
es bei dem heutigen Stande der Wissenschaft notwendig, sich mit 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen zu begnügen. Solche Betrachtungen 
wurden von Einstein!) eingeführt, dem es gelang, eine besonders 
einfache Ableitung des Planckschen Wärmestrahlungsgesetzes zu 
geben unter der Annahme, daß ein Atom in einem gegebenen statio- 
nären Zustand eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafür besitzt, innerhalb 
der Zeiteinheit „spontan“ in einen stationären Zustand geringeren 
Energieinhaltes überzugehen, und daß ein Atom, unter dem Einfluß 
äußerer Strahlung von passender Frequenz, eine gewisse Wahrschein- 
lichkeit zu einem „induzierten“ Übergang nach einem anderen 
stationären Zustand mit größerem oder kleinerem Energieinhalt 
erhält. In Verbindung mit der Forderung thermischen Gleichgewichts 
zwischen Strahlungsfeld und Materie, gelangte Einstein weiter zu 
dem Schluß, daß der Energieaustausch bei einem Übergangsprozeß 


ei. le ss v 
immer mit einem Austausch von Bewegungsgröße zum Betrage — 
c 


1) A. Einstein, Phys. ZS. 18, 121, 1917. 
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verbunden ist, geradeso wie es der Fall sein würde, wenn der Über- 
gang von der Aussendung oder Bremsung einer kleinen Einheit, welche 
die Geschwindigkeit des Lichtes c und den Energieinhalt hy besitzt, 
begleitet wäre. Er konnte schließen, daß die Richtung dieser Be- 
wegungsgröße für die induzierten Übergänge dieselbe ist wie die 
Fortpflanzungsrichtung der bestrahlenden Lichtwellen, daß aber für 
die spontanen Übergänge die Richtung der Bewegungsgröße nach 
Wahrscheinlichkeitsgesetzen verteilt ist. Diese Resultate, die als ein 
Argument für die physikalische Realität der Lichtquanten angesehen 
wurden, haben neuerdings eine wichtige Anwendung gefunden bei 
der Erklärung des bemerkenswerten Auftretens einer Wellenlängen- 
änderung der von freien Elektronen zerstreuten Strahlung, die durch 
A. H. Comptous!) Untersuchung über die Zerstreuung von Röntgen- 
strahlen ans Licht gebracht wurde. Die Anwendung von Wahr- 
scheinlichkeitsbetrachtungen auf das Problem des Gleichgewichtes 
zwischen freien Elektronen und Strahlung, zu welcher diese Entdeckung 
anregte, wurde vor kurzer Zeit erfolgreich von Pauli?) behandelt, 
und die formale Analogie seiner Resultate mit den Gesetzen, die die 
Übergänge zwischen stationären Zuständen von Atomen beherrschen, 
wurde von Ehrenfest und Einstein betont?). 

Ungeachtet des grundsätzlichen Unterschiedes zwischen dem 
quantentheoretischen Bilde der atomaren Prozesse und dem auf den 
gewöhnlichen Begriffen der Elektrodynamik fußenden Bilde, muß 
ersteres in gewissem Sinne schließlich als eine natürliche Verallge- 
meinerung des letzteren erscheinen. Dies erhellt besonders aus der 
Forderung, daß in der Grenze, wo wir Erscheinungen betrachten, die 
von der statistischen Gesamtwirkung einer großen Anzahl von Atomen 
abhängen, und in der wir es mit stationären Zuständen zu tun haben, 
wo der Unterschied zwischen benachbarten Zuständen relativ gering 
ist, daß dort die klassische Theorie zur Übereinstimmung mit den 
Beobachtungen führt. Für den Fall von Emission und Absorption 
von Spektrallinien hat diese Verbindung zwischen den beiden Theorien 
zur Aufstellung des ,,Korrespondenzprinzips“ geleitet, das eine 
allgemeine Zuordnung jedes der möglichen Übergänge zwischen zwei 
stationären Zuständen zu einer gewissen harmonischen Schwingungs- 
komponente im elektrischen Momente des Atoms fordert (G. d. Q, 
Kap. II, § 2). Dieses Prinzip bat eine Grundlage für die Abschätzung 


1) A. H. Compton, Phys. Rev. 21, 207, 1923. Siehe auch P. Debye, 
Phys. ZS. 24, 161, 1923. 

2) W. Pauli, ZS. f. Phys. 18, 272, 1923. 

3) P, Ehrenfest und A. Einstein, ZS. f. Phys. 19, 301, 1924. 
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von Übergangswahrscheinlichkeiten ermöglicht und dadurch das Problem 
der Intensität und Polarisation von Spektrallinien in einen engen 
Zusammenhang mit der Bewegung der Elektronen im Atom gebracht. 

Das Korrespondenzprinzip hat dazu Anlaß gegeben, die Reaktion 
eines Atoms auf ein Strahlungsfeld mit der Reaktion auf ein solches 
Feld zu vergleichen, die man nach der klassischen Elektrodynamik 
von einer Anzahl von „virtuellen“ harmonischen Oszillatoren erwarten 
sollte, deren Frequenzen den nach Gleichung (1) für die verschie 
denen möglichen Übergänge nach anderen stationären Zuständen be- 
stimmten Frequenzen gleich sind (G. d. Q., Kap. IH, § 3). Ein 
solches Bild wurde von Ladenburg benutzt in seinem Versuch, die 
experimentellen Resultate über Dispersion zahlenmäßig mit Betrach- 
tungen. über die Ubergangswahrscheinlichkeiten in Verbindung zu 
bringen. Auch im Falle der Wechselwirkung zwischen freien Elek- 
tronen und Strahlung wird die Anwendungsmöglichkeit solcher Be- 
trachtungen durch die von Compton betonte Analogie zwischen der 
Wellenlängenänderung der Streustrahlung und dem klassischen Doppler- 
effekt der Strahlung von einer bewegten Quelle nahegelegt. 

Obgleich das Korrespondenzprinzip durch die Abschätzung von 
Übergangswahrscheinlichkeiten Schlüsse über die mittlere Verweilzeit 
eines Atoms in einem gegebenen stationären Zustand ermöglicht, so 
hat andererseits das Problem des Zeitintervalls, innerhalb dessen die 
mit einem Übergang verbundene Ausstrahlung stattfindet, zu großen 
Schwierigkeiten Anlaß gegeben. Diese Schwierigkeit hat sogar, zu- 
sammen mit anderen bekannten Paradoxa in der Quantentheorie den 
von verschiedenen Seiten erhobenen Zweifel!) gestärkt, ob die Wechsel- 
wirkung zwischen Materie und Strahlung überhaupt mittels einer 
kausalen raumzeitlichen Beschreibung von der Art, wie sie bisher zur 
Deutung der Naturerscheinungen benutzt worden ist, gedeutet werden 
kann (G. d. Q, Kap. IH, § 1). Ohne irgendwie den formalen 
Charakter der Theorie zu verlassen, scheint es dennoch möglich, wie 
in der Einleitung erwähnt, daß sich ein ausgesprochener Fortschritt 
in der Deutung der beobachtbaren Strahlungserscheinungen erzielen 
läßt, wenn diese Erscheinungen mit den stationären Zuständen und 
mit den Übergängen zwischen diesen in einer Weise verbunden 
werden, die sich von der herkömmlichen etwas unterscheidet. 

§ 2. Strahlung und Ubergangsprozesse. Wir werden an- 
nehmen, daß ein gegebenes Atom in einem gewissen stationären 


1) Vgl. O. W. Richardson, The Electron Theory of Matter, 2. Aufl, 
N. 507 (Cambridge 1916), wo eine solche Auffassung vielleicht zum ersten Male 
deutlich zum Ausdruck gebracht ist. 
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Zustand mit anderen Atomen in ständiger Kommunikation begriffen 
ist, und zwar mittels eines raumzeitlichen Mechanismus, der virtuell 
einem Strahlungsfelde gleichwertig ist, das dem Vorhandensein der 
virtuellen harmonischen Oszillatoren, die den verschiedenen möglichen 
Übergängen nach anderen stationären Zuständen zugeordnet sind, nach 
der klassischen Strahlungstheorie entsprechen würde. Ferner nehmen wir 
an, daß das Vorkommen von Übergangsprozessen, sowohl für das gegebene 
Atom selbst wie für die anderen Atome, mit denen es kommuniziert, 
mit diesem Mechanismus durch Wahrscheinlichkeitsgesetze verknüpft 
ist, die den Gesetzen der Einsteinschen Theorie für die von äußerer 
Strahlung induzierten Übergänge zwischen stationären Zuständen 
analog sind. Die in jener Theorie als spontan bezeichneten Über- 
gänge betrachten wir von unserem Gesichtspunkte aus als vom 
virtuellen Strahlungsfelde induziert, das mit den der Bewegung des 
Atoms selbst zugeordneten virtuellen Oszillatoren verknüpft ist. 
Andererseits finden die induzierten Übergänge der Einsteinschen 
Theorie infolge der von anderen Atomen herrührenden virtuellen 
Strahlung im umgebenden Raum statt. 

Während diese Annahmen einerseits keine Änderung mit sich 
bringen, was die durch die Beziehung (1) und das Korrespondenz- 
prinzip beherrschte Verbindung zwischen dem Atombau und der 
Frequenz sowie der Intensität und Polarisation von Spektrallinien an- 
belangt, so führen sie andererseits zu einem neuartigen Bilde des 
raumzeitlichen Vorkommens der verschiedenen Übergangsprozesse, 
auf das ja die Beobachtung von optischen Phänomenen schließlich 
zurückgeht. So wird das Vorkommen eines gegebenen Überganges 
in einem gegebenen Atom von dem ursprünglichen Zustand dieses 
Atoms selbst sowie von den Zuständen jener Atome abhängen, mit 
denen es mittela des virtuellen Strahlungsfeldes in Kommunikation 
begriffen ist, nicht aber von dem Vorkommen von Übergangsprozessen 
in den letzteren Atomen. 

Einerseits wird man sehen, daß unser Gesichtspunkt im Grenz- 
fall, wo aufeinanderfolgende stationäre Zustände sich nur wenig 
voneinander unterscheiden, zu einem Zusammenhang zwischen der 
virtuellen Strablung und der Bewegung der Teilchen im Atom führt, 
der allmählich in den von der klassischen Strahlungstheorie ge- 
forderten übergeht. In der Tat wird weder die Bewegung noch die 
Konstitution des Strahlungsfeldes in diesem Grenzfall durch die Über- 
gänge zwischen den stationären Zuständen wesentliche Änderungen 
erleiden. Was das Auftreten der Übergangsprozesse betrifft, das den 
wesentlichen Zug der Quantentheorie bildet, verzichten wir andererseits 
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auf eine etwaige kausale Verknüpfung zwischen Übergängen in ent- 
fernten Atomen, und im besonderen auf die direkte Anwendung der für 
die klassischen Theorien so charakteristischen Prinzipien der Erhaltung 
der Energie und der BewegungsgréBe. Die Anwendbarkeit dieser 
Prinzipien auf die Wechselwirkung zwischen einzelnen Atomsystemen 
ist nach unserer Auffassung auf solche Wechselwirkungen beschränkt, 
wo die Atome einander so nahe sind, daß die nach der klassischen 
Theorie mit dem Strahlungsfelde verknüpften Kräfte klein sind, ver- 
glichen mit den konservativen Teilen der Kräfte, die von den elektrischen 
Ladungen in den Atomen herrühren. Wechselwirkungen dieser Art, 
die wir als „Zusammenstöße* bezeichnen können, bieten bekanntlich ein 
typisches Beispiel von der postulierten Stabilität der stationären Zu- 
stände dar, weil ja die experimentellen Resultate, wenn gedeutet auf 
Grundlage der Erhaltungssätze für die Energie und für die Be- 
wegungsgröße, in Übereinstimmung sind mit der Auffassung, daß die 
zusammenstoßenden Atome sowohl vor wie nach dem Prozesse sich 
in stationären Zuständen befinden [G. d. Q., Kap. I, § 4]1). Bei 
Wechselwirkungen zwischen Atomen in größerem Abstand vonein- 
ander, wo nach der klassischen Theorie von einer gleichzeitigen 
wechselseitigen Wirkung keine Rede sein würde, werden wir dagegen 
eine Unabhängigkeit bei den einzelnen Übergangsprozessen annehmen, 
die in bestimmtem Gegensatz zur klassischen Forderung der Er- 
haltung von Energie und Bewegungsgröße steht. So nehmen wir 


1) Diese Betrachtungen gelten offenbar nur, insoweit man von der mit dem 
Zusammenstoß verbundenen Strahlung absehen kann. Obwohl in vielen Fällen 
die Energie dieser Strahlung sehr gering ist, dürfte ihr Auftreten doch von 
prinzipieller Bedeutung sein. Dies ist von Franck betont worden im Zusammen- 
hang mit der Erklärung von Ramsauers wichtigen Resultaten (Ann. d. Phys. 
64, 513; 66, 546, 1922) betreffend die Zusammenstöße zwischen Atomen und 
langsamen Elektronen, aus denen hervorzugehen scheint, daß in gewissen Fällen 
das Elektron frei durch das Gebäude eines Atoms fliegen kann, ohne von 
dessen Anwesenheit beeinflußt zu werden. In diesen Fällen sollte nämlich, wenn 
beim „Zusammenstoß“ eine Änderung der Bewegung des Elektrons wirklich statt- 
fände, nach der klassischen Theorie eine so große Strahlung auftreten, daß eine 
sinngemäße Zuordnung von Strahlung zu möglichen Übergangsprozessen, wie 
sie vom Korrespondenzprinzip gefordert wird, kaum erreicht werden könnte 
(vgl. F. Hund, ZS. f. Phys. 18, 241, 1923). Nach der in dieser Arbeit ver- 
tretenen Auffassung dürfte eine solche Verbindung einerseits als um so natür- 
licher angesehen werden, als der Ursprung von Strahlung direkt in der Bewegung 
des Elektrons gesucht wird, und nicht in erster Linie in dem Vorkommen von 
Übergangsprozessen. Andererseits muß aber betont werden, daß wir es hier 
mit einem Fall zu tun haben, wo infolge der beträchtlichen Größe des klassi- 
schen Strahlungswiderstandes eine strenge Unterscheidung zwischen stationärer 
Bewegung und Übergangsprozessen beim jetzigen Stand der Theorie nicht durch- 
führbar ist. 
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an, daß ein induzierter Übergang nicht seine direkte Ursache in einem 
Übergang in einem entfernten Atom hat, für den der Energieunter- 
schied zwischen Anfangs- und Endzustand derselbe ist. In der Tat, 
wenn ein Atom zur Induktion eines Übergangs in einem entfernten 
Atom beigetragen hat, und zwar mittels des virtuellen Strahlungs- 
feldes, das vom virtuellen Oszillator herrührt, der einem gewissen 
der möglichen Übergänge nach anderen stationären Zuständen zu- 
geordnet ist, so kann das Atom trotzdem schließlich sehr wohl einen 
anderen dieser Übergänge vollführen. Zwar erlauben die vorhan- 
denen Versuche augenblicklich keine Prüfung dieser Annahmen; es 
möge jedoch hervorgehoben werden, daß der hier angenommene 
Grad von Unabhängigkeit der Übergangsprozesse die einzige Mög- 
lichkeit liefern dürfte, eine widerspruchslose Beschreibung der 
Wechselwirkung zwischen Strahlung und Atomen zu erhalten, in die 
Wahrscheinlichkeitsgesetze wesentlich eingehen. Diese Unabhängig- 
keit reduziert nicht nur die Erhaltung der Energie zu einem stati- 
stischen Gesetz, sondern auch die Erhaltung der Bewegungsgröße, 
denn: geradeso wie wir annehmen, daß jeder durch Strahlung indu- 
zierte Übergangsprozeß von einer Energieänderung des Atoms vom 
Betrage hv begleitet ist, werden wir, Einstein folgend, annehmen, 
daß jeder solcher Prozeß von einer Änderung der Bewegungsgröße 
des Atoms vom Betrage hv/c begleitet ist. Ist der Übergang durch 
die virtuellen Strahlungsfelder entfernter Atome induziert, so fällt 
die Richtung dieser Bewegungsgröße mit der Richtung der Wellen- 
fortpflanzung im Felde zusammen. Wenn dagegen der Übergang 
durch die eigene virtuelle Strahlung induziert ist, machen wir natur- 
gemäß die Annahme, daß die Änderung der Bewegungsgröße nach 
Wahrscheinlichkeitsgesetzen verteilt ist, und zwar in solcher Weise, 
daß die Änderungen in der Bewegungsgröße, welche die von jener 
Strahlung in anderen Atomen induzierten Übergänge begleiten, für jede 
Richtung im Raum statistisch kompensiert werden. 

Den Grund zur beobachteten statistischen Erhaltung der Energie 
und der Bewegungsgröße suchen wir also nicht in einer etwaigen 
Abweichung von der elektrodynamischen Lichttheorie bezüglich der 
Gesetze der Strablungsfortpflanzung im freien Raum, sondern in den 
besonderen Eigenschaften der Wechselwirkung zwischen dem virtuellen 
Strahlungsfeld und den bestrahlten Atomen. So werden wir an- 
nehmen, daß diese Atome als Quellen einer sekundären virtuellen 
Wellenstrahlung wirken, die dieselbe Frequenz wie die einfallende 
Strahlung besitzt und die mit den ursprünglichen Wellen interferiert. 
In dem Falle, daß die Frequenz der auffallenden Strahlung mit der 
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Frequenz eines der den verschiedenen möglichen Übergängen zu- 
geordneten virtuellen Oszillatoren nahe zusammenfällt, sind die Am- 
plituden der sekundären Kugelwellen besonders groß und diese 
Wellen weisen zu den einfallenden Wellen solche Phasenbeziehungen 
auf, daß durch die Interferenz die Intensität des virtuellen Strahlungs- 
feldes vergrößert oder verkleinert wird und dadurch die Fähigkeit 
dieses Feldes, Übergänge in anderen Atomen zu induzieren, verstärkt 
oder geschwächt wird. Ob eine Schwächung oder Verstärkung be- 
wirkt wird, hängt davon ab, ob der entsprechende virtuelle Oszillator 
- einem Übergang des Atoms nach einem stationären Zustand größeren 
Energieinhaltes oder nach einem solchen kleineren Energieinhaltes zu- 
geordnet ist. Diese Auffassung steht offenbar in enger Beziehung 
zu den Gedanken, die Einstein zur Einführung von Wahrscheinlich- 
keiten für induzierte Übergänge zweierlei Art Anlaß gaben, solche, 
wo die Energie des Atoms einen Zuwachs, und solche, wo sie eine 
Abnahme erfährt. Ungeachtet der für die Quantentheorie so charak- 
teristischen raumzeitlichen Trennung der Absorptions- und Emissions- 
‘prozesse, dürfen wir dennoch in unserem Bilde eine weitgehende 
formale Analogie mit der klassischen Elektrodynamik erwarten, was 
die Wechselwirkung zwischen dem virtuellen Strahlungsfeld und den 
der Bewegung im Atom zugeordneten virtuellen harmonischen Oszilla- 
toren betrifft. Es scheint tatsächlich möglich, durch diese Analogie 
geleitet, zu einer zusammenhängenden und ziemlich vollständigen Be- 
schreibung der optischen Phänomene, die die Fortpflanzung des 
Lichtes durch ein materielles Medium begleiten, zu gelangen, wobei 
zu gleicher Zeit die enge Verknüpfung dieser Phänomene mit den 
Spektren der Atome des Mediums klar zutage tritt. 

§ 3. Interferenzfähigkeit von Spektrallinien. Bevor wir 
näher auf das allgemeine Problem der Wechselwirkung zwischen 
Atomen und einem virtuellen Strahlungsfeld eingehen, werden wir 
in diesem Paragraphen kurz die Eigenschaften des von einem ein- 
zelnen Atom herrührenden Feldes betrachten, insoweit diese mit der 
Interferenzfähigkeit des von ein und derselben Quelle ausgehenden 
Lichtes verknüpft sind. Die Konstitution dieses Feldes hat offenbar 
nichts mit den Besonderheiten der Übergangsprozesse selbst zu schaffen, 
deren Dauer wir als jedenfalls nicht groß, verglichen mit einer Periode 
der Strahlung oder der Bewegung der Teilchen im Atom, annehmen 
werden. Diese Prozesse bezeichnen nach unserer Auffassung eben 
nur den Abschluß des Zeitintervalls, innerhalb dessen das Atom im- 
stande ist, mittels der korrespondierenden virtuellen Oszillatoren mit 
anderen Atomen zu kommunizieren. 
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Dagegen wird eine obere Grenze für die Interferenzfähigkeit 
offenbar durch die mittlere Zeit gegeben sein, während welcher das 
Atom in dem dem betrachteten Übergang zugehörigen Anfangs- 
zustand verbleibt. Die auf dem Korrespondenzprinzip fußende Ab- 
schätzung dieser mittleren Lebensdauer der stationären Zustände hat 
durch die wohlbekannten Versuche über die Leuchtdauer von in ein 
bohes Vakuum austretenden Kanalstrahlen eine allgemeine Bestätigung 
erhalten (vgl. G. d. Q., Kap. II, § 4). Die Deutung dieser Versuche 
gestaltet sich im Lichte unserer neuen Auffassung sehr einfach. 
Man sieht nämlich, daß nach dieser Auffassung der Verlauf des 
Leuchtens nicht von den Eigentümlichkeiten der Übergänge herrührt, 
sondern nur von der relativen Anzahl der Atome in verschiedenen 
stationären Zuständen in den verschiedenen Teilen des Strahles. Wenn 
zum Beispiel alle austretenden Atome dieselbe Geschwindigkeit be- 
sitzen, und sich ursprünglich im selben Zustande befinden, so dürfen 
wir erwarten, daß für alle Spektrallinien, die Übergängen aus diesem 
Zustande zugeordnet sind, die Leuchtkraft dem Strahle entlang genau 
in demselben Maße exponentiell abnimmt. Das heute vorliegende 
Versuchsmaterial ist kaum zureichend, um diese Betrachtungen jetzt 
schon zu prüfen. 

Wenn wir nach der Interferenzfähigkeit von Spektrallinien fragen, 
so wie diese von optischen Instrumenten gemessen wird, so wird die 
mittlere Lebensdauer der stationären Zustände freilich eine obere 
Grenze für diese Fähigkeit bestimmen. Wir müssen uns aber vor 
Augen halten, daß die beobachtbare Schärfe einer gegebenen Spektral- 
linie, die vom statistischen Resultat der Wirkungen einer großen 
Anzahl von Atomen herrührt, nicht nur von den Längen der einzelnen 
durch Übergänge beendeten Wellenzüge abhängt, sondern auch von 
einer etwaigen Unsicherheit in der Definition der Frequenz dieser 
Wellen. Mit Rücksicht auf die Art, in der die Frequenz der Spektral- 
linien durch die Beziehung (1) mit der Energie der stationären Zu- 
stände verknüpft ist, ist es von Interesse zu beachten, daß die 
besprochene obere Grenze für die Schärfe von Spektrallinien sich in 
engen Zusammenhang bringen läßt mit der Genauigkeitsgrenze für 
die Definition der Bewegung und der Energie in den stationären 
Zuständen. In der Tat setzt das Postulat von der Stabilität der 
stationären Zustände der Genauigkeit, womit die Bewegung in diesen 
Zuständen sich nach der klassischen Elektrodynamik beschreiben läßt, 
eine a-priori-Grenze, die in unserem Bilde auch direkt dadurch zutage 
tritt, daß die Tätigkeit des virtuellen Strablungsfeldes nicht in einer 
kontinuierlichen Änderung der Bewegung des Atoms besteht, sondern 
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in der Induktion von Übergängen, bei denen die Energie und die 
Bewegungsgröße des Atoms eine endliche Änderung erleiden (G. d. 
Q., Kap. II, § 4). In dem Grenzgebiet, wo die Bewegungen in den 
zwei stationären Zuständen sich verhältnismäßig nur wenig vonein- 
ander unterscheiden, fällt die obere Grenze der Interferenzfähigkeit 
der einzelnen Wellenzüge mit der Genauigkeitsgrenze zusammen, mit 
der die Strahlungsfrequenz mittels (1) bestimmt ist, wenn der Einfluß 
der Ungenauigkeit in der Definition der beiden Zustände nach der 
Art unabhängiger Fehler berechnet wird. Im allgemeinen Fall, wo 
die Bewegungen in den zwei Zuständen sehr verschieden voneinander 
sein können, ist die obere Grenze der Interferenzfähigkeit der Wellen- 
züge eng mit der Definition der Bewegung in jenem stationären Zu- 
stand verbunden, der den Anfangszustand des Übergangs bildet. 
Auch hier dürfen wir jedoch erwarten, daß die beobachtbare Schärfe 
der Spektrallinien sich mittels der Gleichung (1) bestimmen läßt, 
indem man den Einfluß irgend eines Mangels in der Definition des 
Endzustandes mit dem Einfluß des Mangels in der Definition des 
Anfangszustandes der betreffenden Übergangsprozesse in ähnlicher 
Weise zusammensetzt wie die Zusammensetzung unabhängiger Fehler. 

Eben dieser Einfluß des Definitionsmangels in beiden stationären 
Zuständen auf die Schärfe einer Spektrallinie ermöglicht das Bestehen 
einer Reziprozität zwischen der Konstitution einer Linie einerseits, 
wenn sie in Emission und andererseits wenn sie in Absorption er- 
scheint, so wie die durch das Kirchhoffsche Gesetz zum Ausdruck 
kommende Forderung für thermisches Gleichgewicht es verlangt. In 
dieser Verbindung sei daran erinnert, daß die scheinbare Abweichung 
von diesem Gesetze, die, bezüglich der Anzahl und dem Verhalten 
der Linien, in dem oft beobachteten auffallenden Unterschiede zwischen 
dem Emissions- und dem Absorptionsspektrum eines Elements zutage 
tritt, in der Quantentheorie ihre direkte Erklärung findet, wenn auf 
den Unterschied in der statistischen Verteilung der Atome in ihren 
stationären Zuständen unter verschiedenen äußeren Umständen Rück- 
sicht genommen wird. 

Eng verwandt mit dem eben besprochenen Problem der Schärfe 
von Spektrallinien, die von Atomen unter konstanten äußeren Be- 
dingungen herrühren, ist die Frage nach dem Spektrum, das von 
Atomen herrührt, wo die äußeren Kräfte sich beträchtlich ändern 
innerhalb eines Zeitintervalls von derselben Größenordnung wie die 
mittlere Lebensdauer der stationären Zustände. Einem solchen Problem 
begegnet man in gewissen von Starks Versuchen über den Einfluß 
elektrischer Felder auf Spektrallinien. In diesen Versuchen bewegen 
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sich die strahlenden Atome mit großen Geschwindigkeiten, und die 
Zeitabschnitte innerhalb deren sie von einem Punkt zu einem an- 
deren gelangen, wo die Intensität des Feldes ganz verschieden ist, 
sind nur ein kleiner Bruchteil der Lebensdauer der mit den unter- 
suchten Linien verknüpften stationären Zustände. Trotzdem fand 
Stark, daß, abgesehen von einem Dopplereffekt der gewöhnlichen Art, 
die von den bewegten Atomen ausgehende Strahlung in jedem Punkte 
in derselben Weise vom elektrischen Felde beeinflußt wurde, wie die 
Strahlung von ruhenden Atomen durch die konstante Wirkung der 
Feldstärke in diesem Punkte beeinflußt sein würde. Während die 
Deutung dieses Resultats, wie von verschiedenen Verfassern betont 
worden ist!), zu Schwierigkeiten Anlaß gibt, wenn man an der bis- 
herigen quantentheoretischen Beschreibung der Verbiudung zwischen 
Strahlung und Übergangsprozessen festhält, sind Starks Resultate 
offenbar in Übereinstimmung mit dem in dieser Abhandlung zugrunde 
gelegten Bilde In der Tat wird die Bewegung in den stationären 
Zuständen, während die Atome das Feld durchlaufen, sich kontinuierlich 
ändern, und dasselbe wird daher der Fall sein mit den virtuellen har- 
monischen Oszillatoren, die den möglichen Übergängen zugeordnet sind. 
Das von den sich bewegenden Atomen herrührende virtuelle Strahlungs- 
feld wird deshalb dasselbe sein, wie wenn die Atome während ihres 
ganzen Weges sich in einem Felde konstanter Intensität bewegt 
hätten, jedenfalls wenn — wie es in Starks Versuchen der Fall war — 
die von anderen Teilen ihres Weges herrührende Strahlung daran 
verhindert ist, jene Teile des Apparates zu erreichen, wo die Beob- 
achtung des Phänomens stattfindet. Man wird sehen, daß bei einem 
Problem dieser Art auch eine weitreichende Reziprozität zwischen 
den beobachtbaren Emissions- und Absorptionserscheinungen gesichert 
ist, und zwar dank der unserem Bilde eigenen Symmetrie bezüglich 
der Koppelung zwischen Übergangsprozessen in der einen oder. an- 
deren Richtung einerseits und dem Strahlungsfelde andererseits. 


84. Quantentheorie der Spektren und optische Phäno- 
mene. Obgleich nach der Quantentbeorie die Beobachtung optischer 
Phänomene schließlich durch Übergangsprozesse bedingt ist, muß die 
sinngemäße Deutung dieser Erscheinungen dennoch, wie in der Ein- 
leitung betont, jene kontinuierlichen Züge enthalten, welche für die 
klassische elektrodynamische Theorie der Lichtfortpflanzung durch 
materielle Medien so charakteristisch sind. Nach dieser Theorie sind 


1) Vgl. K. Försterling, ZS. f. Phys. 10, 387, 1922 und A. J. Dempster, 
Astrophys. Journ. 57, 193, 1923. 
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Zerstreuung des Lichtes zuzuschreiben, welche infolge der von den 
elektromagnetischen Kräften des Strahlungsfeldes verursachten er- 
zwungenen Schwingungen der elektrischen Teilchen in den einzelnen 
Atomen stattfindet. Das Postulat der Stabilität der stationären Zu- 
stände bringt beim ersten Anblick, was diesen Punkt betrifft, eine 
fundamentale Schwierigkeit mit sich. Der Gegensatz wurde aber wie 
erwähnt in gewissem Maße durch das Korrespondenzprinzip aufgehoben, 
das dazu führte, die Reaktion eines Atoms auf ein Strahlungsfeld mit 
der Streuung zu vergleichen, die nach der klassischen Theorie von 
einer Anzahl von virtuellen harmonischen Oszillatoren herrühren würde, 
die den verschiedenen möglichen Übergängen zugeordnet sind. Dabei 
soll man jedoch bedenken, daß die Analogie zwischen der klassischen 
Theorie und der Quantentheorie, so wie sie durch das Korrespondenz- 
prinzip formuliert wird, wesentlich formaler Natur ist, was besonders 
durch den Umstand unterstrichen wird, daß nach der Quantentheorie 
die Absorption und Emission von Strahlung an verschiedene Über- 
gangsprozesse und somit an verschiedene virtuelle Oszillatoren geknüpft 
sind. Es ist aber eben dieser für die Deutung der experimentellen 
Resultate über Emissions- und Absorptionsspektren so wesentliche 
Punkt, der anzuzeigen scheint, wie die Streuungserscheinungen mit der 
Wirkung der virtuellen Oszillatoren bezüglich Strahlungsemission und 
-absorption verknüpft sind. Es ist die Absicht, in einer späteren Ab- 
handlung zu zeigen, wie sich bei der jetzigen Auffassung eine quanti- 
tative Dispersionstheorie, die der Ladenburgschen ähnlich ist, aus- 
bauen 148t1). Hier werden wir uns damit begnügen, nochmals den 
kontinuierlichen Charakter der optischen Phänomene hervorzuheben, 
der keine Deutung im Sinne einer kausalen Verknüpfung mit Über- 
gangsprozessen im fortpflanzenden Medium zuzulassen scheint. 

Einem lehrreichen Beispiel dieser Betrachtungen begegnen wir 
in den Versuchen über Absorptionsspektren. Man darf nämlich, streng 
genommen, nicht behaupten, wie es oft der Kürze halber getan wird, 
daß die ausgesprochene Absorption in einatomigen Dämpfen für Licht, 
dessen Frequenzen mit gewissen Linien im Emissionsspektrum der 
Atome zusammenfallen, ihre Ursache in den Übergangsprozessen hat, 
die in den Atomen des Dampfes auftreten, und die durch jene Wellen- 
züge in der einfallenden Strahlung induziert sind, die die Frequenz 
der Absorptionslinien besitzen. Daß diese Linien im Spektroskop 


1) Anmerkung bei der Korrektur. Die Hauptzüge einer solchen 
Theorie sind von Kramers in einer bald erscheinenden Mitteilung in „Nature“ 
kurz beschrieben. 
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erscheinen, ist der Intensitätsabnahme der einfallenden Strahlung zu 
verdanken, die infolge der Eigenart der von jedem der beleuchteten 
Atome ausgehenden sekundären Kugelwellen stattfindet; die induzierten 
Übergänge spielen dabei nur die Rolle eines begleitenden Effektes, 
durch den die statistische Erhaltung der Energie gesichert wird. Die 
Anwesenheit der sekundären kohärenten Wellenzüge ist zugleich für die 
an die Absorptionslinien geknüpfte anomale Dispersion verantwortlich 
und tritt außerdem besonders deutlich zutage in dem von Wood!) ent- 
deckten Phänomen der selektiven Spiegelung an der Wand des Behälters 
eines Metalldampfes unter genügend hohem Druck. Das Auftreten 
von induzierten Übergängen zwischen stationären Zuständen bei der 
selektiven Absorption wird zur selben Zeit unmittelbar in der Fluores- 
zenzstrahlung beobachtet, die zu einem wesentlichen Teil von der An- 
wesenheit einer kleinen Anzahl von Atomen, welche durch die Be- 
strahlung in einen stationären Zustand höherer Energie übergeführt 
wurden, herriihrt. Bekanntlich läßt sich die Fluoreszenzstrahlung 
durch Beimischung von fremden Gasen unterdrücken. Was den von 
den Atomen in den höheren stationären Zuständen herrührenden Teil 
der Strahlung betrifft, wird diese Erscheinung durch Zusammenstöße 
erklärt, die ein beträchtliches Anwachsen der Wahrscheinlichkeit des 
Atoms in seinen Normalzustand zurückzukehren bewirken. Zugleich 
werden der aus der kohärenten Streustrahlung bestehende Teil der 
Fluoreszenzstrahlung ebenso wie die Erscheinungen der Absorption, 
Dispersion und Reflexion bei Beimischung von fremden Gasen solche 
Änderungen erleiden, die mit der durch die Stöße hervorgerufenen 
Verbreiterung der Spektrallinien in Verbindung gebracht werden 
können 2). Man wird sehen, daß eine Auffassung von den Absorptions- 
erscheinungen, die von der soeben beschriebenen wesentlich abweicht, 
sich kaum aufrechterhalten läßt, jedenfalls wenn gezeigt werden kann, 
daß die Absorption von Spektrallinien qualitativ von der Intensität 
der Strahlungsquelle unabhängig ist, ähnlich wie es schon für die ge- 
wöhnlichen Erscheinungen der Reflexion und Refraktion nachgewiesen 
wurde, wo Übergänge im Medium nicht in derartiger Weise vor- 
kommen (vgl. G. d. Q., Kap. III, § 3). 

Ein anderes interessantes Beispiel liefert das Problem der Zer- 
streuung des Lichtes durch freie Elektronen. Wie von Compton 
mittels Reflexion von Röntgenstrahlen an Kristallen nachgewiesen 
wurde, ist diese Streuung von einer Frequenzänderung begleitet, die in 


1) R. W. Wood, Phil. Mag. 23, 689, 1915. 
2) Vgl. z. B. Chr. Füchtbauer und G. Joos, Phys. ZS. 23, 73, 1922. 
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verschiedenen Richtungen verschieden ist, und die mit der Konstitution 
der nach der klassischen Theorie von einer gedachten bewegten Quelle 
ausgesandten Strahlung in Übereinstimmung ist. Compton erreichte, 
wie erwähnt, eine formale Deutung dieser Erscheinung auf Grund 
der Lichtquantentheorie, indem er annahm, daß ein Elektron ein 
Quantum des einfallenden Lichtes aufnehmen, und zu gleicher Zeit 
in einer anderen Richtung ein Lichtquantum wieder aussenden kann. 
Bei diesem Vorgang erhält das Elektron in gewisser Richtung eine 
gewisse Geschwindigkeit, die ebenso wie die Frequenz des wieder 
ausgesandten Lichtes durch die Gesetze der Erhaltung der Energie 
und der Bewegungsgröße bestimmt ist, wobei jedem Lichtquantum 
eine Energie hv und eine Bewegungsgröße hv/c zugeschrieben. wird. 
Im Gegensatz zu diesem Bilde sehen wir die Zerstreuung der Strahlung 
durch die Elektronen als eine kontinuierliche Erscheinung an, an der 
jedes Elektron durch die Aussendung von sekundären kohärenten 
Wellen beteiligt ist; die einfallende virtuelle Strahlung gibt dabei | 
bei jedem Elektron zu einer Reaktion Anlaß, die der Zerstreuung 
ähnlich ist, die man nach der klassischen Theorie von einem Elektron 
erwarten würde, das die Geschwindigkeit der oben erwähnten gedachten _ 
Strahlungsquelle besitzt, und unter Einfluß des Strahlungsfeldes er- 
zwungene Schwingungen ausführt. Daß in diesem Fall der virtuelle 
Oszillator sich mit einer Geschwindigkeit bewegt, die von jener der 
bestrahlten Elektronen selbst verschieden ist, bedeutet freilich einen 
Zug, der den klassischen Ideen besonders fremdartig gegenübersteht. 
Im Hinblick auf die grundsätzlichen Abweichungen von der klassischen 
raumzeitlichen Beschreibung, die der Idee von virtuellen Oszillatoren 
überhaupt innewohnen, scheint es bei dem jetzigen Stande der Theorie 
jedoch kaum gerechtfertigt, eine formale Deutung wie die betrachtete 
verurteilen zu wollen. Eine solche Deutung scheint im Gegenteil 
sogar erforderlich, wenn man von den beobachteten Erscheinungen, 
bei deren Beschreibung die Wellenauffassung der Strahlung ja eine 
wesentliche Rolle spielt, Rechenschaft ablegen will. Gerade so wie 
in Comptons Theorie nehmen wir zur selben Zeit an, daß das 
bestrahlte Elektron eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafür besitzt, in 
jeder gegebenen Richtung eine gewisse endliche Änderung seiner 
Bewegungsgröße zu erfahren. Durch diesen Effekt, welcher in der 
Quantentheorie an die Stelle der kontinuierlichen Übertragung von 
Bewegungsgröße tritt, die nach der klassischen Theorie eine Streuung 
der beschriebenen Art begleiten würde, ist die statistische Erhaltung 
der Bewegungsgröße gesichert, analog zu der oben besprochenen statisti- 
schen Erhaltung der Energie bei dem Phänomen der Absorptionsspektren. 


Über die Quantentheorie der Strahlung. 85 


In der Tat zeigen die von Pauli abgeleiteten Wahrscheinlichkeits- 
gesetze für den Austausch von Bewegungsgröße bei der Wechselwirkung 
von freien Elektronen und Strahlung eine wesentliche Analogie zu 
den Einsteinschen Gesetzen, die für die Übergänge zwischen wohl- 
definierten stationären Zuständen eines Atomsystems Geltung haben. 
Die in $2 erwähnten Betrachtungen von Einstein und Ehrenfest 
sind besonders dazu geeignet, diese Analogie bervorzuheben. 


Einem Problem, das der Lichtzerstreuung durch freie Elektronen 
ähnlich ist, begegnen wir bei der Lichtstreuung durch ein Atom, 
unabhängig davon, ob die Frequenz der Strahlung groß genug ist, 
um Übergänge zu induzieren, bei denen ein Elektron ganz vom Atom 
entfernt wird. Um statistische Erhaltung der BewezgungsgréBe zu 
sichern, müssen wir nämlich, wie von Pauli und neuerdings auch 
von Smekal!) betont, annehmen, daß Übergangsprozesse vorkommen 
können, bei denen die Bewegungsgröße des streuenden Atoms eine 
endliche Änderung erfährt, ohne daß dabei, wie bei den gewöhnlichen 
in der Spektraltheorie betrachteten Übergangsprozessen, die relative 
Bewegung der Teilchen im Atom sich ändert. Man wird auch ein- 
sehen, daß nach unserem Bilde Übergangsprozesse der besprochenen 
Art eng an die optischen Streuungserscheinungen geknüpft sind in 
einer Weise, die der Verknüpfung der Spektralerscheinungen mit den 
Übergangsprozessen, bei denen die innere Bewegung im Atom sich 
ändert, analog ist. Auf Grund der großen Masse des Atomkerns ist 
die Geschwindigkeitsänderung des Atoms bei solchen Übergängen 
jedoch so klein, daß sie keinen wahrnehmbaren Einfluß auf die Energie 
des Atoms und auf die Frequenz der Streustrahlung haben wird. 
Trotzdem ist es von prinzipieller Bedeutung, daß die Übertragung 
der Bewegungsgröße ein diskontinuierlicher Prozeß ist, während die 
Streuung selbst eine wesentlich kontinuierliche Erscheinung ist, an 
der alle bestrahlten Atome teilhaben, unabhängig von der Intensität 
der einfallenden Strahlung. Die diskontinuierlichen Änderungen in 
der Bewegungsgröße der Atome sind die Ursache der beobachtbaren 
Einwirkungen auf die Atome, die als Strahlungsdruck beschrieben 
werden. Diese Auffassung genügt offenbar den Forderungen für 
Temperaturgleichgewicht zwischen einem (virtuellen) Strahlungsfeld 
und einer reflektierenden Oberfläche, die von Einstein?) hergeleitet 
wurden und in denen er eine Stütze für die Lichtquantentheorie er- 
blickte. Zu gleicher Zeit braucht es kaum hervorgehoben zu werden, 


1) A. Smekal, Naturwissenschaften 11, 875, 1923. 
2) A. Einstein, Phys. Z8. 10, 817, 1909. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 7 
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daß sie auch mit der scheinbaren Kontinuität bei tatsächlichen Beob- 
achtungen über Strahlungsdruck in Übereinstimmung ist. Wenn wir 
nämlich einen festen Körper betrachten, so wird eine Änderung um 
hv/c in dessen totaler Bewegungsgröße vollkommen unbemerkbar, 


und für sichtbares Licht sogar verschwindend klein sein, verglichen 


mit den unregelmäßigen Änderungen in der Bewegungsgröße eines 
Körpers, der im thermischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung 
steht. Bei der Diskussion der tatsächlichen Versuche muß man 
jedoch zu gleicher Zeit beachten, daß die Häufigkeit solcher Vorgänge 
oft so groß sein wird, daß wir der Frage begegnen, ob wir die 
Zeitdauer der Übergänge selbst vernachlässigen können, oder, mit 
anderen Worten, ob schon die Grenze überschritten ist, innerhalb 
welcher die Formulierung der Prinzipien der Quantentheorie Gültig- 
keit besitzt (vgl. G. d. Q. Kap. II, § 5). 

Die letzten Betrachtungen geben ein Beispiel davon, wie unsere 
Auffassung der optischen Phänomene eine natürliche Verknüpfung mit 
der gewöhnlichen kontinuierlichen Beschreibung der makroskopischen 
Phänomene erlaubt, für deren Deutung die Maxwellsche Theorie 
so wundervoll geeignet ist. Der Vorzug, welcher in dieser Hinsicht 
unserer Formulierung der Prinzipien der Quantentheorie, verglichen 
mit der üblichen Darstellung dieser Theorie, zukommt, läßt sich viel- 
leicht noch deutlicher illustrieren an der Hand der Erscheinung der 
Aussendung elektromagnetischer Wellen, z. B. durch eine Antenne, 
wie in der Radiotelegraphie. In diesem Fall ist eine sinngemäße 
Beschreibung der Erscheinungen im Sinne einer Strahlungsaussendung 


während getrennter aufeinanderfolgender Übergangsprozesse zwischen | 


gedachten stationären Zuständen der Antenne nicht möglich. Hält 
man sich nämlich die Kleinheit der Energieänderungen bei den Über- 
gängen vor Augen, sowie die Größe der Energiestrahlung von der 
Antenne pro Zeiteinheit, so sieht man, daß die Dauer der einzelnen 
Übergangsprozesse nur ein außerordentlich kleiner Bruchteil einer 
Schwingungsperiode der Elektrizität in der Antenne sein kann, und 
daß es folglich nicht gerechtfertigt ist, das Resultat eines jener 
Prozesse als die Aussendung eines Zuges von Wellen dieser Periode 
zu beschreiben. Bei unserer jetzigen Auffassung beschreiben wir aber 
die Tätigkeit der Elektrizitätsschwingungen in der Antenne als das 
Zustandebringen eines (virtuellen) Strahlungsfeldes, welches vermittelst 
Wahrscheinlichkeitsgesetzen wieder Änderungen in der Bewegung der 
Elektronen induziert. Diese Änderungen dürfen wir in diesem Falle 
als praktisch kontinuierlich ansehen, denn selbst wenn es möglich wäre, 
eine Unterscheidung einzelner Energieschritte Av aufrechtzuhalten, 


` ——- 
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so würde die Größe dieser Schritte ganz zu vernachlässigen sein, 
verglichen mit der Energie der Antenne. Man beachte in dieser 
Verbindung, daß das Hervorheben des „virtuellen“ Charakters des 
Strahlungsfeldes, was bei dem jetzigen Stande der Wissenschaft für 
die sinngemäße Beschreibung atomarer Erscheinungen so notwendig 
scheint, automatisch in einem Falle wie dem hier betrachteten seine 
Bedeutung verliert, wo das Feld, insoweit es seine beobachtbare 
Wechselwirkung mit der Materie betrifft, alle diejenigen Eigenschaften 
aufweist, die in der klassischen Elektrodynamik einem elektromagneti- 
schen Felde zugeschrieben werden. 


Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik. 
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Das Wesen der relativistischen Röntgendubletts. 
Von A. Landé in Tübingen. 
(Eingegangen am 15. März 1924.) 


U Es werden eine Reihe experimenteller Tatsachen besprochen, welche 
mit der relativistischen Auffassung der Röntgendubletts unvereinbar 
sind und statt dessen eine Deutung analog den optischen Alkali- 
dubletts befürworten. Die Frage, warum beide Dublettarten 
relativistische Intervallformeln befolgen, wird als fundamentale 

Schwierigkeit für die Quantentheorie des Atombaues angesehen. 


L_ 


Vor kurzem ist in dieser Zeitschrift!) ein Weg zur modellmäßigen 
"Deutung der Röntgenspektren beschritten worden, der im Gegensatz 
zu der von Sommerfeld 1916 eingeführten relativistischen Theorie 2) 
sich auf die enge, wohl zuerst von Grotrian 3) bemerkte Analogie 
zwischen dem Röntgenterm-Strukturschema und den opti- 
schen Dublettermen stützt. Inzwischen haben sich weitere expe- 
rimentelle Beweise für diese Auffassung der relativistischen Dubletts 
ergeben. 

Der Unterschied beider Auffassungen werde zunächst am Beispiel 
der Röntgen - L-Niveaus erläutert: Wegen des mit (Z— s)* propor- 
tionalen relativistischen Intervalls Z, L,,, schreibt Sommerfeld (im An- 
schluß an die Bohr-Grotriansche Grundvorstellung über die Röntgen- 
termkomplexität) das Niveau Z,,, dem Herausheben eines 2,-Elektrons 
aus der Kreisbahn-2,-Schale, L, dem Herausheben eines 2,-Elektrons 
aus der Ellipsenbahnschale 2, zu, demnach L, dem Herausheben eines 
'2,-Elektrons aus derselben 2,-Schale. Unsere Spezialisierung der 
Bohr-Grotrianschen Grundvorstellung behauptet hingegen, sowohl 
L, wie L, werde durch Zerstörung der 2,-Schale, und nur L, durch 
Zerstörung der 2,-Schale hervorgerufen; damit wird zugleich die 
relativistische Deutung des Intervalls L „L, bestritten. An ihrer 
Stelle behaupten wir die Analogie von L „L zu den optischen 
Dubletts. 

Die optischen Dubletts kommen bekanntlich #) zustande durch 
zwei verschiedene Neigungen der n,-Bahn des optischen Leuchtelek- 
trons gegen den Atomrumpf; die Neigung wird bestimmt durch eine 


1) A. Lande, ZS. f. Phys. 16, 391, 1923. 

2) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51, 125, 1916; vgl. auch Atombau und 
Spektrallinien, 3. Aufl. 

3) W. Grotrian, ZS. f. Phys. 8, 117, 1921. 

4) A. Lande, ebenda 5, 231, 1921; 15, 189, 1923; Verh. d. D. Phys. Ges. 
21, 585, 1919. 
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zu n und k hinzutretende dritte Quantenzahl j, die den jeweilig resul- 
tierenden Drehimpuls des Atoms als ganzes angibt (Komplexterm- 
zustand nj). Die enge auch modellmäßige Analogie der durch Coster 
und Wentzel geordneten Röntgenterme zu den optischen Dublett- 


termen soll folgende Gegenüberstellung zeigen (Tabelle 1): < 
Tabelle 1. 

Röntgenterm . . .... | K | L Lu Im | M, Mu Min My My 

nkj aa a el a ee ee e | lii | 211 291 299 311 39) 3a9 339 333 

Dubletterm. ...... | 18 | 25 2p, 2), 35 3P 3p, 3D, 3D, 


Wir ordnen pämlich jedem Rontgenterm ein „Röntgenleucht- 
elektron“ n,; mit entsprechender Neigung (j) gegen den Rumpf 
zu, ohne dabei die Bohr-Grotriansche Grundvorstellung zu ver- 
lassen (siehe unten). Im Gegensatz zur Tabelle 1 nimmt Sommer- 
feld bei seiner relativistischen Deutung folgende n,-Bahnen für die- 
selben Röntgenterme in Anspruch (Atombau, 3. Aufl., S. 634): 


Tabelle 2. 
Roéntgenterm...... KA De te be M M: Mn My M 
a Se acer Tg we, A A Y BoB a Bas Be 


Sommerfelds Schlußweise kann kurz so wiedergegeben werden: ‘ 
Da L, und Lu ein relativistisches Dublett bilden, so gehören L, und Ln 
zu verschiedenen Bahnen 2, und 2, Für ZL, bleibt dann noch 
die Ellipsenbahn 2, übrig. 

Mit demselben Recht kann man aber offenbar auch umgekehrt 
schließen: Da L, und L, ein Abschirmungsdublett bilden, so gehören 
L, und L, zu verschiedenen Bahnen 2, und 2, Für Z,, bleibt 
dann noch die Kreisbahn 2, übrig. 

Beide Anschauungen stimmen bezüglich der n,-Schalenzerstörung 
bei L, nnd L, überein, aber nicht bei dem „Zwischenniveau“ L, 
Gleichzeitig gehen natürlich die zugrunde liegenden Modellvorstellungen 
beider Anschauungen weit auseinander (siehe unten). 

Die eben gegenübergestellten zwei Schlußweisen zeigen, daß die 
Intervallverhältnisse der Röntgenterme keine Entscheidung 
zwischen Sommerfelds und unserer Auffassung geben. Auch das 


-i 


(Z—s)*-Gesetz, welches Sommerfeld zum Anlaß seiner relativisti- x- 


schen Auffassung nahm, spricht andererseits für die Auffassung, daß 
diese Dubletts denselben Ursprung wie die optischen Dubletts haben. 
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Denn auch letztere befolgen annähernd ein (Z — s)*-Gesetz, wie 
folgende Tabelle!) für die Dubletts 2p, —2 p} zeigt 2): 


Tabelle 3. 
Li (3) Bet (4) Bt + (5) C+++ (6) 
dy beobachtet ..... 0,34 6,6 30,9 68,5 
s berechnet ...... 2,0 1,9 1,9 22 | 
Na (11) Mg+ (12) Alt+t (13) Bit++ (14) 
Av beobachtet ..... 17,2 91,5 238 460 
S berechnet ...... 9,0 8,9 9,1 9,4 


Im folgenden werden nun einige Gesichtspunkte und Tatsachen 
zusammengestellt, welche die eindeutige Entscheidung zwischen den 
bisher offengelassenen Anschauungen von Sommerfeld und Verf. zu 
bringen scheinen. 


1. Für die Zuordnung der Röntgenterme zu den n,-Bahnen gemäß 
Tabelle 1 und nicht Tabelle 2 spricht die Form der von Coster und 
Wentzel angewandten Auswahlregeln bei der Kombination der 
Röntgenterme. Schreibt man nämlich den Röntgentermen Quanten- 
zahlen n, k, j zu wie in Tabelle 1, so sprechen sich diese Auswahl- 
regeln in der bekannten Form aus: Es sind nur die Übergänge 


k+1 73+1 
a Kii 


erlaubt. Bei den Röntgentermen haben also k und j entsprechende Be- 
deutung wie bei den optischen n, ;-Termen. Wäre dagegen Sommer- 
felds Zuordnung der n,-Bahnen (Tabelle 2) richtig, so würden 
Röntgenlinien auch durch Übergänge k > k entstehen, entgegen dem 
Korrespondenzprinzip. | 

2. Die Komplexstruktur der Röntgenterme K, L, M usw. zeigt 
bei Annahme der nj- Zuordnung von Tabelle 1 völlige Analogie zu 
der Struktur der Dubletterme ng; (vgl. erste und dritte Zeile von 
Tabelle 1). Diese Struktur wird beherrscht durch die Regeln: 


j=k und j=k—1 für k= 2, 3,4... 
j nur = k : fir k= I. 


1) Av bei Sit ++ nach Fowler, Al++ nach Paschen, C+++ gemessen 
von W. W. Shaver (Toronto 1923), erkannt als Ct++ von Millikan, Bt+t 
nach Millikan, die übrigen Dubletts nach der Zusammenstellung von Paschen- 
Götze. 

2) S. Goudsmith hat bereits 1921 versucht (Naturw. 9, 995, 1921) die - 
Dubletts der optischen Serien durch eine relativistische Formel darzustellen. 
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Speziell ist analog zu der Einfachheit der optischen 8- Terme 
(k = 1) auch nur je ein Röntgenterm k = 1 vorhanden, während 
mit k > 1 je zwei Röntgenterme auftreten. Der modellmäßige 
Grund für diese Termstruktur wird unten zwanglos im Anschluß an 
die der optischen Terme erklärt werden können. Bei Sommer- 
felds Auffassung (Tabelle 2) ist dagegen gar nicht einzusehen, 
warum zwar die Röntgenterme k in je zwei durch ein Abschirmungs- 
intervall getrennten Niveaus vertreten sind, der Röntgenterm des 
jeweilig größten k aber nur einfach ist. 


3. Auf ein weiteres Argument hat mich Herr Grotrian und 
fast gleichzeitig Herr Sommerfeld hingewiesen. Im periodischen 
System [vgl. z. B. Bohr und Coster?)] erscheinen die Röntgenniveaus 
eines relativistischen Dubletts in der Regel erstmalig bei ein und 
demselben bzw. bei zwei dicht benachbarten Elementen, woraus hervor- 
geht, daß sie derselben Zwischenschale entspringen. Wäre die rela- 
tivistische Auffassung richtig, d. h. entsprängen diese Dubletts ver- 
schiedenen Zwischenschalen, so müßte auch ihr Auftreten nach- 
einander zu erkennen sein, getrennt durch die Elemente, bei denen 
sich die eine Zwischenschale vervollständigt. 


4. Sommerfelds Auffassung stützt sich besonders auf die durch 
das Experiment bestätigte Voraussage der relativistischen Theorie, 
daß die Dublettbreite in großer Näherung proportional (Z — s)*#:n8 
sei, wo n die Hauptquantenzahl der relativistisch verschiedenen zwei 
Ellipsen angibt. (Sommerfelds Theorie bestimmt überdies auch 
den Proportionalitätsfaktor.) Dieselbe Proportionalität mit (Z — s)*:n3 
findet sich aber auch bei den optischen Dubletts, wie Tabelle 4 zeigt. 
Für s ist hier 9, für n die effektive Hauptquantenzahl zum Vergleich 
herangezogen. 


Tabelle 4. 
np | 2p: 3p : 4p : Sp | (Z — 9) 
Na (Z= 10)... . | 1718: 549: 249: 150| 2% 
Mgt (= 11)... . | 91,55 : 80,5 :141 : 76 | 8 
APC = Ie 22% 238 : 80,17 : 39,15 : 20,59 44 
(1/n)? (Hr rl CGY a Ca? 


5. Neben diesen allgemeinen Gesichtspunkten erhält man noch 
besondere Auskunft über die Natur der Röntgenterme aus dem opti- 


1) N. Bohr u. D. Coster, ZS. f. Phys. 12, 343, 1923, besonders Fig. 3 u. 4. 


"EA 


92 A. Lande, 


schen Serienspektrum des Neons (Z = 10). Dieses beruht nach 
Paschen auf zwei gesonderten Termsystemen, deren Grenzen um 
rund 780 Wellenzahlen gegeneinander verschoben sind. Grotrian, 
l. c., hat erkannt, daß 4v — 780 gerade übereinstimmt mit dem Inter- 
vall L,— L, für Z= 10, das sich aus den gemessenen Röntgen- 
dubletts höherer Atome nach dem (Z — s)*-Gesetz durch Extrapolation 
ergibt. Das bedeutet also nach Grotrian: Trennt man ein äußeres 
Elektron (Leuchtelektron) ganz vom Neon ab, so bleibt der Rest in 
zwei Konfigurationen mit zerstörter L-Schale zurück, als Z,-Term- 
bzw. als L -Termzustand. Tabelle 1 behauptet aber speziell, daß 
beide Konfigurationen Z, und L, durch Entnahme des Leucht- 
elektrons aus derselben 2,-Schale entstehen. Den Beweis dafür 
geben die Intervallverhältnisse und der Zeemaneffekt des 
Neonbogenspektrums: Würde nämlich das Leuchtelektron um eine 
zerstörte 2,-Schale kreisen, so müßten seine Intervallproportionen 
und Zeemaneffekte denselben Gesetzen genügen, wie die vom Verf. 
früher 1) zusammenfassend behandelte Multiplettklasse, die ja die Be- 
teiligung von unabgeschlossenen n,-Elektronen mit k> 1 am Rumpf- 
impuls ausschließt. DaB sowohl die über L, wie die über L, auf- 
gebauten Neonterme der erwähnten Multiplettklasse nicht angehören, 
ist demnach ein sicheres Zeichen, daß im Rumpf beidemal unab- 
geschlossene n,-Schalen mit k > 1 existieren, hier also sowohl L, 
wie L,, zu einer zerstörten 2,-Schale gehört, ihr Dublettabstand also 
nicht relativistisch gedeutet werden darf. 


6. Die optische Dublettnatur der relativistischen Röntgendubletts 
wird ferner dadurch bekräftigt, daß das eben erwähnte Neon-Grund- 
intervall Jv = 780 sich einerseits nach größerem Z hin durch das 
(Z — s)-Gesetz an die Röntgen-Z, L,,-Dubletts anschließt, andererseits 
nach kleinerem Z hin Anschluß an die optischen Dubletts 29, — 293 
gewinnt, wie folgende Tabelle zeigt: 


Tabelle 5. 
Li(3) Bet(4) Btt+(5) C+++(6) Net (10) 
2Pg—2P,beob. || 0,34 6630 685 LI, — Lu 780 
S berechnet . . || 2,0 1,9 1,9 2,2 | s ber. 3,1 


Die s-Werte sind hier aus der Formel 4 v = 3 (Z — s)* berechnet. 
s ergibt sich bei Net um ungefähr 1 größer als bei den zuerst an- 
geführten Elementen. Dies ist auch modellmäßig leicht verständlich, 


1) A. Landé, ZS. f. Phys. 15, 189, 1923. 
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weil hier eine Zweierschale mehr sich an der Abschirmung be- 
teiligt (siehe unten). 

Zur Vorbereitung der modellmäßigen Deutung der Analogie 
zwischen Alkalidubletts und relativistischen Röntgendubletts sei daran 
erinnert, daß jede Elektronenschale im abgeschlossenen Zustande 
im ganzen den Drehimpuls Null hat, mit Ausnahme der innersten 
1,-Schale vom Quantenimpuls 1. Das geht nicht nur aus den periodisch 
wiederkehrenden Grundzügen der optischen Spektren beim Fort- 
schreiten im periodischen System hervor, sondern auch aus der 
speziellen Multiplettstruktur, den Intervallbeziehungen und den 
Zeemaneffekten ihrer Terme. — Es werde nun z. B. von den sechs 
Elektronen der impulslos abgeschlossenen 3,-Schale eins heraus- 
gerissen, so daß die fünf übrigen sich zu einer neuen Konfiguration 
zusammenschließen. Wir nehmen an und werden gleich näher be- 
gründen, daß diese neue Konfiguration besteht aus einer impulslos 
abgeschlossenen 3,-Schale mit 6— 2 — 4 Elektronen und dazu einem _ 
isolierten Elektron 3, für sich. Ebenso erwarten wir allgemein, daß ` 
bei Entfernung eines Elektrons aus einer impulslosen n,-Schale sich 
die übrigen zu der nächstniedrigeren (zwei Elektrone weniger ent- 
haltenden) impulslosen Konfiguration und einem isolierten Elektron 
zusammenfinden !). Letzteres könnte man als das „Leuchtelektron“ 
des Röntgenterms bezeichnen. Das Atominnere in einem solchen 
Röntgentermzustand hat dann außer impulslosen Schalen noch die 
innerste 1,-Schale vom Impuls 1 und das Röntgenleuchtelektron vom 
Impuls k. Der Sachverhalt entspricht also den optischen Term- 
zuständen der Dubletterme, z. B. des Na-Atoms: Eine innere 1,-Schale 
vom Impuls 1, mehrere abgeschlossene Schalen vom Impuls 0 und 
ein Leuchtelektron vom Impuls k. Entsprechend dem Verhalten des 
äußeren Leuchtelektrons beim Na wird man demnach auch bei den 
Röntgentermen zwei Bahnstellungen des Réntgenleuchtelektrons k 
gegen den inneren Rumpfimpuls 1 erwarten, indem k und 1 sich zu 
zwei verschiedenen Werten j des resultierenden Impulses zusammen- 
setzen. Eine Ausnahme muß dabei nur für den niedrigsten Wert 
k = 1 auftreten, und zwar aus denselben bekannten Gründen, aus 
denen auch der Dublett-8-Term einfach ist. 

Die soeben vertretene Modellauffassung der Vorgänge bei der 
Ionisierung einer abgeschlossenen Schale wird wesentlich gestützt 
durch einen Fund von Fowler, der durch den Zeemaneffekt von 
Back sichergestellt ist, daß das Kohlefunkenspektrum (C+) eben- 


1) Über den Sonderfall der zerstörten Viererschale siehe unten. 
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solche Dubletts zeigt wie die Alkali-Bogenspektren, d.h. daß Ct 
ebenso wie die neutralen Alkalien den Rumpfimpuls 1 besitzt. Da 
bei den Alkalien der Rumpfimpuls 1 von der inneren 1,-Schale her- 
rührt, kann der Rumpfimpuls 1 des C+ nur dadurch erklärt werden, 
daß von den drei zurückbleibenden Elektronen der 2,-Tetraederschale 
das eine zum Leuchtelektron k des Ct+-Spektrums wird, die beiden 
andern aber zusammen den Impuls der inneren 1,-Schale nicht ver- 
mehren, sei es, daß sie zusammen impulslos sind, sei es, daß ihr 
Impuls sich mit dem Impuls 1 der 1,-Schale zum resultierenden 
Impuls 1 zusammensetze. Entsprechendes lernt man aus dem Bogen- 
spektrum des Bors, welches ebenfalls nach Fowler alkaliartige 
Dubletts bat. 

Durch die oben angeführten Gründe scheint uns die Alkali- 
dublettnatur der relativistischen Röntgendubletts sichergestellt zu sein. 

. Wir möchten an diesem Ergebnis festhalten trotz der bekannten 
schlagenden Erfolge der Sommerfeldschen Theorie, welche die obigen 
Röntgendubletts aus dem relativistischen Energieunterschied zweier 
verschieden elliptischer Bahnen erklärt. Unsere Deutung als Neigungs- 
dubletts zweier gleich elliptischer Bahnen verlangt also eine Umden- 
tung der quantitativ so gut stimmenden Formeln von Sommerfeld; 
diese Deutung muß dann auch auf die optischen Dubletts (allgemein 
Multipletts) anzuwenden sein. 

Im Anschluß an den von Roschdestwenski und Heisenberg 
: unternommenen Versuch, die optische Komplexstruktur auf magne- 
tische Kräfte zwischen Leuchtelektron und Rumpf zurückzuführen, 
könnte man auch die Réntgendublettintervalle der verschiedenen 
Energie des Rumpfes (K-Schale, siehe oben) im magnetischen Felde 
des Röntgenleuchtelektrons (siehe oben) bei verschiedener Neigung 
ihrer Impulsachsen zuschreiben. Der Haupteinwand, der sich von 
vornherein gegen diesen Versuch erhebt, ist der, daß die magne- 
tische Kraft zu einer Dublettbreite führt, die mit der dritten. 
Potenz der abgeschirmten Kernladungszahl (Z — s)® im periodischen 
System anwächst, während die Erfahrung und im Einklang mit ihr 
Sommerfelds relativistische Theorie ein Anwachsen der obigen 
Röntgendubletts mit (Z — s)* gibt (abgesehen von höheren Gliedern). 
Dieselbe Schwierigkeit besteht auch für eine magnetische Theorie 
der optischen Dubletts, die mit (Z — s)* anwachsen. Der Anlaß 
= wenigstens zur Erwägung magnetischer Kräfte besteht aber für uns 
darin, daß diese zu genau denselben Funktionen universeller Kon- 
stanten und Quantenzahlen führen, die Sommerfeld durch seine 
relativistische Rechnung unter Benutzung der Rydbergkonstanten R 
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und der Feinstrukturkonstanten & erhält. Dieses ebenso überraschende 
wie lehrreiche Resultat leitet sich folgendermaßen ab’). 

Nach dem Gesetz von Biot und Savart ist das magnetische 
Feld §, welches ein im Abstand r mit der Geschwindigkeit v fliegendes 
Elektron e am Nullpunkt erzeugt, gleich 

_ elv.r] _ e m[vr] 
Pa me or | 
Darin ist m[vr] das Impulsmoment des Elektrons auf seiner Bahn- 
ellipse und hat quantentheoretisch den Wert kh’2n. Der wirksame 
zeitliche Mittelwert von © ergibt sich aus dem Mittelwert von 1,r3, 
nämlich mit Benutzung der Exzentrizität €, der exzentrischen Ano- 
malie u und der großen und kleinen Achse a und b: 


an 


(=) une En een 
r5) 2n Jas(l+Ecou)? ad(1—e)*2 b3 
ö 


Dabei ist quantentheoretisch 


bi an" (mit ay = 0,532.10-° = Ta 3 bei Wasserstoff) 
Demnach wird der Mittelwert von 9 
=e kh ZS __52n5m2eT Z3 
pine mc 2a nal ch® nke’ 


Ist nun Jm im Quantenmaß die Differenz der Komponenten des 
Rumpfimpulses auf die Richtung des Leuchtelektronenimpulses in den 
zwei geneigten Stellungen, so wird die zu den beiden Neigungen 
gehörige Termdifferenz Jv 


— Am 
Av = H-0: 9% 
(wobei o = -f die Larmorfrequenz im Feld 1 bedeutet). Ein- 


2mc 


setzung von o und § ergibt dann 
J _ Satmes 1 
Ina. = a nah 
Sommerfelds relativistische Theorie für den Termunterschied Jv 
zweier verschieden exzentrischer Ellipsenbahnen nw und n; (wobei 


-Z3-d4m. 


|k’ — k| = 1) gibt 
Zt (n—kK n— k" Ra? Z+ 
var ee) = eT 


1) Für die magnetische Rechnung vel. W. Heisenberg, ZS. £. Phys. 8, 286, 
1922, für die relativistische Rechnung A. Sommerfeld, Atombau und Spektral- 
linien, 3. Aufl., 8. Kapitel. 
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Darin ist die Rydbergzahl R und die Feinstrukturkonstante œ 


o 222m et a 2 1 e? 
— he?’ 


daher 
8 24 mes 1 


a mr A 


A Vrelat. = 
Man findet also magnetisch und relativistisch beziiglich der univer- 
‘ sellen Konstanten genau die gleiche Funktion, ebenso bezüglich der 
Hauptquantenzahl n. Bezüglich der azimutalen Quantenzahl ergibt 
sich magnetisch k? (eine Ellipsenform verschiedener Neigung), 
relativistisch k’.k’’ (zwei Ellipsenformen); dabei nimmt aber Sommer- 
feld für k’ und k” zwei benachbarte ganze Zahlen, während wir 
gezwungen sind (durch die Ergebnisse des Zeemaneffekts), für k die 
zwischen k’ und k” liegende halbe Zahl zu nehmen, so daß k? sich 
von k'k” nur um !/, unterscheidet (dieses 1/, spielt auch in der 
Theorie des Zeemaneffekts eine noch nicht aufgeklärte Rolle). Be- 
züglich Z ergibt sich relativistisch Z* (von den höheren Relativitäts- | 
korrektionen abgesehen), magnetisch Z3. 1m (ebenfalls von Korrek- 
tionen des Biot-Savartschen Gesetzes bei großen Geschwindigkeiten 
abgesehen. Bei der wirksamen Ladung Z=1 und 4m = 1 
‚ (Li-Dublett) stimmen also beide 4 v- Ausdrücke überein. 

Besonders sei darauf hingewiesen, daß Sommerfelds relati- 
vistische Theorie für das Intervall zwischen zwei nicht benachbarten 
Röntgenniveaus (kj und k'j’ =k —1, j — 1) durch obige Überlegungen 
nicht betroffen wird. Unter anderem bleiben auch die Betrachtungen 
von Bohr und Coster (l. c.) unberührt. — 


Nachtrag. In den obigen Betrachtungen ist der Gegensatz 
zwischen der formal so erfolgreichen relativistischen Theorie der 
Röntgendubletts und ihrer wohl nicht mehr anzuzweifelnden optischen 
Dublettnatur stark unterstrichen. Dieser Gegensatz besteht, solange 
die Bohrsche Theorie der Spektren in ihren Grundlagen unverändert 
beibehalten wird. Mehrere Schwierigkeiten bei der Deutung der 
“spektroskopischen Erfahrung bei konsequenter Anwendung der Bohr- 
schen Theorie haben jedoch zu der Ansicht geführt!), daß in den 
theoretischen Grundlagen eine Modifikation nicht zu umgehen sein 
dürfte, deren Richtung übrigens durch bestimmte Ergebnisse der 
Multiplettstruktur und des Zeemaneffekts (scheinbar halbe Quanten- 
zahlen, g-Formel usw.) gewiesen wird. Die gleiche Unvollkommenheit 


1) Vgl. den Vortrag in Bonn (Phys. ZS. 24, 441, 1923). 
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der Bohrschen Grundprinzipien scheint nun auch der Unvereinbar- 
keit der relativistischen Natur der Röntgendubletts mit ihrer optischen 
Dublettnatur zugrunde zu liegen. Diese Überzeugung stützt sich auf 
neue Ergebnisse über die absolute Intervallgröße der optischen 
Dubletts und Tripletts, berechnet aus universellen Konstanten, Quanten- 
zahlen und Atomnummern, wo jene Widersprüche noch drastischer 
zutage treten. In den demnächst mitzuteilenden Resultaten wird der 
positive Inhalt der vorliegenden Note, der völlig identische Ursprung 
der optischen Dublett- und Triplettintervalle mit dem der Röntgen- 
dubletts, in quantitativ unerwartet genauer Weise von Li (4v = 0,34) 
bis Rat (dv = 4858,6) erwiesen. Der negative Teil, der Wider- 
spruch gegen die Sommerfeldsche Deutung wird aber vertagt, bis 
eine Klärung der Grundprinzipien erfolgt sein wird. 


J 
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Zur Theorie der Bandenspektra. 
Von P. Tartakowsky in Kiew (Rußland). 
(Eingegangen am 25. März 1924.) 


§ 1. Einleitung. $ 2. Begrenzung der Oszillationsquantenzahl bei 
asymmetrischer Oszillation in Abhängigkeit von der Verstimmung. 
§ 3 und 4. Vergleich unserer Einschränkung der Oszillationsquanten- 
zahl mit der Einschränkung, die aus der Kratzerschen Quante- 
lung unharmonischer Schwingungen bei gleichzeitiger Rotation 
gefolgert werden kann. § 5. Verallgemeinerung der Resultate, be- 
treffend die Einschränkung der Quantenzahl, auf die Klasse bedingt- 
periodischer Systeme. § 6. Berechnung maximaler Werte der 
Oszillationsquantenzahl aus experimentellen Daten. $ 7 und 8. Schwin- 
gungszahl und Verstimmung und einige andere Konstanten, die den 
Aufbau des Moleküls charakterisieren. 


§ 1. Bekanntlich ist das Molekül als Träger der Bandenspektra 
anzusehen. Betrachten wir nur zweiatomige Moleküle, so sind für die 
vollständige Beschreibung aller Eigenschaften der zugehörigen Spektra 
nur folgende in diesen Molekülen vorhandene Bewegungen ins Auge 
zu nehmen: 1. Die Oszillation der zwei Atomkerne in Richtung ihrer 
Verbindungslinie 2. Die Rotation des Moleküls um eine Achse, die 
senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne im Schwerpunkte des Mole- 
küls steht. Dabei ist noch die Elektronenbewegung zu beachten. Sind 
die quantentheoretisch stationären Zustände durch die Oszillations- 
quantenzahl n und die Rotationsquantenzahl m festgelegt, so ergibt 
die Quantelung nach A. Kratzer!) folgenden Ausdruck für die 
Energie: 9 


n n h 

Doz 2 ————— - —- 3 __ eee 
Wn = Wo —m anh gag im ), (1) 
Wo = nhv,(l — gn). (2) 


Hier ist Wo die Energie des rotationslosen Zustandes, also die 
reine Qszillationsenergie, hkh und J Plancksche Konstante und 
Trägheitsmoment des Moleküls um die obengenannte Achse. Das 
zweite Glied in (1) stellt die Wechselwirkung der Rotation und der 
Oszillation, das dritte die Rotationsenergie dar. a, ist eine Konstante, 
die der Oszillationsquantenzahl n proportional ist. v, ist die Schwin- 
gungszahl im Falle rein harmonischer Bindung der Kerne (was in 
Wirklichkeit nicht der Fall ist). Die kleine Konstante x stellt die 
„Verstimmung“ dar und hängt von dem Gesetze der asymmetrischen 
Bindung ab. 

1) ZS. f. Phys. 3, 289, 1920. Diese Arbeit, auf deren Ergebnisse wir noch 


mehrmals zurückkommen werden, konnte ich leider nicht zur Hand bekommen. 
Ich zitiere nach A. Sommerfelds Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl., Zusatz 17. 
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Zusammen mit der Bohrschen Frequenzbedingung und dem 
Korrespondenzprinzip gibt der Energieausdruck (1) über alle Einzel- 
heiten in dem Verhalten der ultraroten und sichtbaren (und ultra- 
violetten) Banden Aufschluß !). | 

Die Schwingungszahlen der Bandenlinien (im Sichtbaren) ergeben 


sich aus der Formel „ __ A+2Bm-+ Cm. 


Das Gesetz der Bandenanordnung ist in der Konstante A = Vve + vk + B 
enthalten. Hier hängt v, von der Änderung der Elektronenkonfigura- 
tion, % von dem Quantensprunge der Oszillation ab. Da die Kon- 
stanten x und v, für das sichtbare Gebiet bei dem Sprunge nicht 
genau gleich bleiben, so ergibt sich für vy 
Ve = nv(ll—an) — n m (1 — an) 
= (n' — n) vo + n (vo — vo) — n Vn" + voz. (5) 
Die Größen v, und x ändern sich nur wenig, somit ist das erste 
Glied (n" —n)v, (der Größe nach) als das Hauptglied zu betrachten. 
Die ultraroten Banden rühren von Quantensprüngen n — 0 bei 
Erhaltung der Elektronenkonfiguration her. Also ergibt sich das 
Gesetz der ultraroten Banden in der Form 
Ve = Nnm (l — zn). (4) 
Die Größen v, und x sind als konstant zu betrachten. Es entsteht 
also eine Reihe von „Obertönen“ der Hauptfrequenz 
vı = v (1 — zx). 
Die letzte experimentelle Arbeit auf diesem Gebiete stammt, soviel 
mir bekannt ist, von Cl. Schaefer und M. Thomas?). Die Er- 
gebnisse dieser Arbeit werden im folgenden berücksichtigt werden. 
82. Der Ausdruck 
W = nhv (l — zn) (5) 
für die Energie ergibt sich für jede unharmonische (asymmetrische) 
Oszillation, d. h. wenn die Bewegungsgleichung 


ua + p(q) = 0 
lautet (u — schwingende Masse, g = Elongation). Die Verstimmung x 
hängt von der Funktion ọ (q) ab. Der Verfasser 3) hat für die Oszil- 
lationsenergie unabhängig von Kratzer einen Ausdruck vom Typus (5) 
gefunden, indem er zwei erste Glieder in einer Reihenentwicklung 
von @(g) berücksichtigte, also die Bewegungsgleichung 


ug+fatgg=0 (6) 


1) Siehe A. Kratzer, Z8. f. Phys. 8, 289, 1920; Ann. d. Phys. 67, 127, 1922. 
2) ZB. £. Phys. 12, 330, 1923. Hier sind auch mehrere Literaturangaben zu finden. 
3) ZS. f. Phys. 15, 153, 1923. 


100 P. Tartakowsky, 


betrachtete. Für die Verstimmung ergab sich 


DE 
p = = 6 pee” (7) 
g = = y£) - Es ergab sich auch, daß die Bewegung nur dann 
periodisch sein kann, wenn 1 f3 
; W < 6 g2 | (8) 
un 
6f 1 
n< 31 g? hv, € (9) 
Der Vergleich mit (7) ergibt 
5 1 
n< ar, | (10) 


Also die Oszillationsquantenzahl kann nur Werte 0, 1,...”, annehmen, 
wo n, die größte ganze Zahl, die kleiner als ae ist. 

Da unser Ausdruck fiir die Oszillationsenergie mit dem Kratzer- 
schen zusammenfällt, so scheint es möglich, die Begrenzung der 
Quantenzahl n auf die Theorie der Bandenspektra zu übertragen. 
Sind nur die obengenannten n, + l Werte der Oszillationsquantenzahl 
„a priori“ möglich (d. h. ohne Berücksichtigung der wirklichen Er- 
zeugungsmöglichkeiten der entsprechenden Quantenzustände, welche 
von äußeren Bedingungen abhängen), so muß auch die Zahl der 
Einzelbanden im Spektrum (genauer, in einem Bandensystem, nach 
Kratzers Terminologie) auf einen Maximalwert N eingeschränkt 
werden. Da bei unharmonischen Schwingungen das Korrespondenz- 
prinzip alle möglichen Quantensprünge zuläßt, so ist dieser Maximal- 


wert offenbar gleich ee CER | 


Die Betrachtung der Formel (3) zeigt, daß der größtmögliche Wert 
von v, sich bei dem Übergange n, — 0 ergibt. Wir erhalten: 


max 


Ve = n m(l— rn) |. (11) 


Somit ist die „letzte“ Bande im System die n,-te Oberbande des 
Systems der ultraroten Banden (sie kann selbst im sichtbaren oder 
auch im ultravioletten Gebiet liegen). 7 

Da der größtmögliche Wert der Oszillationsquantenzahl n, von 
der Verstimmung abhängt, so kann man aus dem Gesetze der. Banden- 
anordnung auch die größtmögliche Zahl der Banden im System und 
die Lage der letzten Bande von der kurzwelligen Seite ablesen. Selbst- 
verständlich wird in den’ meisten Fällen diese „Grenze“ des Systems 
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nicht erreicht, und die Zahl der Banden bleibt weit unter der Größe N , 
da die großen Werte von n eine nur sehr geringe Wahrscheinlichkeit 
haben. Unsere Theorie behauptet nur, daß oberhalb der Bande (11) 
schon keine Bande desselben Systems hervortreten kann. 

In manchen Fällen ist, wie wir sehen werden (§ 6), n, nicht zu 
groß, und somit könnte eventuell die „letzte“ Bande beobachtet werden 
und die Voraussagungen der Theorie könnten vielleicht auf experi- 
mentellem Wege geprüft werden, vorzüglich in Absorption. 

Die Möglichkeit der beschriebenen Eigenschaft der Rotations- 
schwingungsspektra scheint uns von Wichtigkeit zu sein. Da anderer- 
seits die Kratzersche Theorie alle Einzelbeiten der Bandenspektra 
glänzend wiedergibt und ihre Ausgangsgleichungen im inneren Zu- 
sammenhang mit den jetzigen modellmäßigen Vorstellungen über zwei- 
atomige Moleküle stehen, so scheint es uns zweckmäßig, eingehend 
zu prüfen, ob die genannte Folgerung unserer Theorie nicht im Wider- 
spruch mit der Kratzerschen steht. 

§ 3. Der analytische Grund für das Auftreten der Energieein- 
schränkung besteht darin, daß in dem Ausdrucke für den Impuls 


/ 2 
Pa = | 2u W— fug — zone (12) 


der Radikand wenigstens zwei reelle Wurzeln haben muß 1). 
Kratzer?) nimmt folgenden Ausdruck für die potentielle 
Energie an: 


1 
Ew = alt iga totei), (13) 


wo a, œ, b, c Konstanten sind (die zwei letzten sind klein), ọ = — : 
0 
E=o—l= Ze (r = jeweiliger Abstand der Kerne, ro = Ab- 


Yo 
stand im Gleichgewichtszustande). Die Größe & ist also der Elon- 
gation q proportional. Für die zwischen den Kernen wirkende Kraft 
erhält Kratzer: 


= — (E 3b s) 
g = No 3 be — 4c 
Setzen wir 9 = 1+ £ und dann § = 4, so wird 
0 


2? = — [E+ 8-308 —4e8—.. 


= Ž [8 (1 +) P +2 (8—20 E+] = (fa tgi t--) 


1) Vgl. P. Tartakowsky, l.c. 
2) Siehe Sommerfeld, Atombau usw., Zusatz 17, 8.789. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 8 
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mit folgender Bedeutung’ der Koeffizienten: 


a 3a | 
a (14) 
Der nächste Koeffizient, den wir unberücksichtigt lassen, würde sein: 
2a 
ae ) 


Also vom rein formalen Standpunkte aus kann der Kratzersche 
Kraftansatz durch eine Reihenentwicklung ersetzt werden und fällt 
mit unserer Darstellung zusammen. Da wir nur zwei Glieder der 
Entwicklung betrachten und Kratzer auch das dritte ins Auge faßt, 
so muß das Ergebnis der Kratzerschen Berechnung schon a priori, 
d.h. unabhängig von der Methode der Quantelung, genauer sein als 
das unsere. Es scheint aber das Hauptresultat unserer Erörterungen, 
nämlich daß die Quantenzahl begrenzt ist, nicht zu beeinträchtigen !). 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, daß die Kratzersche 
radiale Quantenbedingung, abgesehen von der Rotation mit unserer 
(einzigen!) zusammenfallen muß. Es ist für uns wichtig, diese Be- 
dingungen näher zu vergleichen. Da uns jetzt die Rotation belanglos 
ist, so streichen wir zuerst das von der Rotation abhängige Glied in 
Kratzers radialer Quantenbedingung aus. 

Daß unsere Oszillationsquantenzahl mit der Kratzerschen voll- 
kommen identisch ist, geht aus den ‘leicht ableitbaren Beziehungen 
hervor _ dq 


Po = T.Py dọ = n 


P redo = P rdg = nh. 


Die Energiegleichung der Kratzerschen Theorie (von der Rota- 
tion abgesehen) lautet 


also 


2 


p ; 
W = 57 + Erot (15) 
1 l l 
J = 2 — Trägheit t; u berech l — = — + — 
( U ro rägheitsmoment; u berechnen wir aus i ae 


wo M, Mm, die Massen der beiden Kerne sind); also wird 


1) Sind die Wurzeln des Radikanden in (12) unter gewisser Bedingung 
reell, so bleiben sie gewiß auch dann reell, wenn wir noch ein Glied mit g* hinzu- 
fügen, das nur genügend klein ist. 

2) Vgl. Sommerfeld, S. 739. 
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Durch Einsetzen des Wertes (13) von Epot (wir streichen jetzt die 
Glieder mit £, betrachten also nur den Hauptbestandteil der Kratzer- 
schen Quantenbedingung) in (16) wird 


BR = wy,2 1) 
re = Va 2(at )t on 
Da ọ = 1+ & ist, so wird 
Po = VIa .V(A+1)— B+ 28+... 
wo A= 2(a+—) ist. Weiter wird 


1 a 2ua 
= — } | — u — q? -—— q8. 
De ro You|w+a(a+ z) Hral F 9 
Wir setzen 1 
W+a(a+,;)=W 


a 3 
ro? =f (17) 
3a _ 
und erhalten i aa 
Po = Yo J2uw'— fug? — 2 guy. (18) 


Wegen der Beziehung po = rop; fällt das Resultat formal vollkommen 
mit (12) zusammen. Die zwei letzten Formeln (17) sind mit dem 
jetzigen Annäherungsgrad mit (14) identisch. Die Formel (18) zeigt, 
daß die Größe W’ [und nicht die in (15) hervortretende Energie- 
konstante] nach Formel (8) begrenzt sein muß. Aber gerade diese 
Größe ist nach Kratzers Quantelungsmethode durch die Gleichungen (1) 
und (2) angegeben 2). Für die spektrale Formel ist das bedeutungs- 
los, da W von W’ sich nur durch eine additive Konstante unterscheidet 
[Gleichung (17). Für das Problem der Begrenzung der Oszillations- 
quantenzahl ist aber letzterer Umstand von Wichtigkeit. 

Die Übereinstimmung der Gleichungen (12) und (18) ist nicht 
nur eine formal analytische. W’ ist der in (12) hervortretenden Energie- 
konstante vollkommen gleich, wie leicht zu sehen ist. 

Die potentielle Energie für r = rp ist nach (13) gleich 


j 1 
Epot = —a(a +3) 
Subtrahieren wir diese Größe von W [Energiekonstante der Formel (15)], 
so erhalten wir W + a(« + ) welche Größe offenbar die Energie 


1) Vgl. Sommerfeld, 8.741. 
2) Siehe Sommerfeld, l.c., 8.743, Gleichung (23). 
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darstellt, wenn die potentielle Energie von der Gleichgewichtslage 
(r = 7), q= 0) als Nullniveau ab gezählt ist. Von diesem Niveau 
ab ist aber die Energie in unserer Formel (12) gezählt. Da die bereits 
angegebene Größe nach (17) gleich W’ ist, so fällt (18) vollkommen 
mit (12) zusammen, was selbstverständlich zu erwarten war. 

Die Möglichkeit, die Kratzersche radiale Quantenbedingung 
völlig in die unsere überzuführen, scheint zu beweisen, daß die in 
Gleichung (9) angeführte Begrenzung der Oszillationsquantenzahl in 
der Theorie der Bandenspektra gelten kann. 

§ 4. Es drängt sich die Frage auf: Ist vielleicht die Begrenzung 
der Oszillationsquantenzahl nur eine Folge der von uns angenommenen 
Methode für die Auswertung des Quantenintegrals und ergibt sie sich 
nicht aus der physikalischen Natur der Sache? Stände es aber so, 
dann könnte man bei anderer Rechnungsmethode eventuell zu völlig 
anderer, im Widerspruch zu der unserigen stehenden Begrenzung der 
Quantenzahl gelangen oder sogar überhaupt keine Begrenzung vor- 
finden. Der physikalische Grund für die Begrenzung der Oszillations- 
quantenzahl liegt darin, daß zwei Wendepunkte der Oszillation vor- 
handen sein müssen, in welchen die Geschwindigkeit gleich Null ist 2). 
Dies ist aber auch bei Kratzer von Wichtigkeit: der Abstand der 
Kerne r pendelt zwischen bestimmten Größen fmin und fmax. Bei der 
Auswertung des Quantenintegrals nach Sommerfelds Methode der 
komplexen Integration 2) spielt dieser Umstand eine wichtige Rolle. 
Das Integral ist vom Typus 


Aare 


und nach Sommerfelds Methode ist: 
ate. B 

J, = —2ai(YC N (19) 
Da wir es mit einer reellen Größe zu tun haben, so wird C < 0; 
A < 03) und das Vorhandensein zweier Verzweigungspunkte fordert 
B?— AC > 0. (20) 
(Daß C < 0 ist, geht schon ohne (19) aus der Forderung hervor, 

daß der Radikand positiv sein muß, wenn Qmin < @ < Omax)- 
Im Falle unharmonischer Schwingungen mit gleichzeitiger Rota- 
tion ist ®) p? 
A= 2(a4— ~\; B mF c=—(1t? \<o 


1) Näheres ZS. f. Phys. 15, 153, 1923. 

3) Sommerfeld, l.c., Zusatz 6, S. 669. 
3) Vgl. Sommerfeld, 8.670. 

4) Sommerfeld, 8.741. 
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€ = ma) - Lassen wir p fort, so ergibt (20): 


1+2(0+)>0 oder W'> 0, 


was nichts Neues aussagt. 
[Streichen wir p nicht, so wird 


wis? 1— ; 
2 TER 
aJ 


auf der rechten Seite steht eine sehr kleine positive Größe (über 
deren Größenordnung vgl.. weiter unten), und die aa wird 


sicher immer erfüllt.] 
Die Forderung A < 0 gibt: 


2(u+ .)<0 oder W< $ (21) 
Wir vergleichen (21) mit unserer Bedingung (8), indem wir in die 
letztere die Werte von f und g aus (14) einsetzen. Es wird: 
| | 11 a | 
2 27 (1-+b) 
Streichen wir noch b aus, wie wir schon in der ersten Näherung 
getan haben, so wird: 


Ww' < 


l a 
d — e — o r 
m 27 2 em) 
Diese Bedingung widerspricht der Bedingung (21) nicht, ist aber viel 
weitergehend als die letztere. Aus (21) wird für die Oszillations- 
quantenzahl die Begrenzung 


n< REE EER (22) 


2 hvo — xa 


gefolgert (indem wir unter nur die Oszillationsenergie verstehen 


und dieselbe in der Form „ schreiben). 


r 
Wir vergleichen jetzt (22) mit (10); die Schlüsse sind aber nicht 
zwingend, da der Vergleich nur ein ungefährer ist. 
Nach Kratzer ergibt sich für die Verstimmung x!) 


3 15 3 15 
h 


— 2QnVat 


(23) 


1) Vgl. Sommerfeld, 8.742, 744. 
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In erster Näherung streichen wir die von b und c abhängigen Glieder, 
wie wir es schon mehrmals getan haben; da a = 421,2 J ist, so 
ergibt (23) annäherungsweise: 

| 3 hvo 


Aus (22) und (24) folgt: 3 
nn (25) 


Dieser Grenzwert für n scheint aber zu hoch zu sein; schon aus der 
angenommenen Annäherung für die Oszillationsenergie folgt, daß zn 


klein im Vergleich mit 1 sein muß, also n < : . 


Die aus (25) folgende Begrenzung von n würde also nichts Be- 
lehrendes für das Verhalten der Spektra ergeben, soweit die an- 
genommene Annäherung ausreicht. 

Wir vergleichen noch die Werte von x, die aus unserer und der 
Kratzerschen Theorie in derselben Annäherung folgen. 

Aus (7) wird (nach Einsetzung der Werte von f und 9) 

pen 15 hv 

T2 a’ 
also fünfmal so groß wie sich aus (24) ergibt. Dieser Unterschied, wie auch 
der Unterschied in der Begrenzung von n, scheint von der Verschiedenheit 


in den Methoden der Auswertung der Quantenbedingung herzuriihren !). 
Aus (24) und (26) folgt für ro 


1 3h 
o | p (an 


_ V5 Vise 


(26) 


nu ZV, (28) 


Die experimentellen Daten für H Cl (vgl. unten § 6) ergeben bzw. 
ro = 1,02.10—8 cm und r, = 2,28.10—8 cm, 
während aus der Rotation (nach Imes) wird 
ro = 1,34. 10-8 cm. 


Andere (nicht spektroskopische) Methoden ergeben viel größere Werte 
[bis 3,2 . 10-8] 2). Beide Formeln ergeben also die richtige Größenordnung. 
Die Absolutwerte können gewiß nicht als sicher betrachtet werden. 

Es bleibt noch die Frage übrig, ob die Betrachtung der Rotation nicht 
die Begrenzung der Oszillationsquantenzahl stark zu beeinflussen vermag. 


1) Näheres vgl. P. Tartakowsky, l.c. 
2) Vgl. K. Herzfeld, Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 19, 259, 1922. 
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Wir schreiben jetzt [gemäß (21) und (21’)]: 
eo me da 
Wn < g oder Wm < 94 9 
Es wird nach (1): wae + ail na u ) 
ý 2 8m J  ” 
und eine analoge Formel bei der zweiten’ Voraussetzung. Nach den 
üblichen Bezeichnungen !) schreiben wir: 


wë < 5 —m?hc(B — ar), (29) 


wo B in cm”! ausgedrückt ist. 

Für das System von violetten Banden des N, (sogenannten Cyan- 
banden) ergibt sich folgendes. Nach Kratzers Angaben ?) können 
wir a, im Vergleich mit B vernachlässigen; 2 B = 3,8 cm! (annähe- 
rungsweise), also der Koeffizient bei m? wird 3,8. 10-17 (h = 6,55 . 10-77; 
c = 3.10) gleich sein. Für dasselbe Bandensystem ist J = 1,44 

a 


. 10-39 g-cm?; vo — 2143,88 cm!, also z = 1,2. 10-16, Wenn die 


Rotationsquantenzahl nicht zu groß ist, so ist das Korrektionsglied 
F die Korrektion beeinflußt nicht die 
Begrenzung der Oszillationsquantenzahl. Dasselbe gilt auch für die 
Formel, die aus (21) folgt. 

Wenn aber die Rotationsquantenzahl m große Werte annimmt, 
so kann das Korrektionsglied von derselben Größenordnung wie das 
Hauptglied werden und den Grenzwert für Wë, also auch für n, 
wesentlich vermindern. Demgemäß ist es zu erwarten, daß bei gut 
entwickelten Banden (mit großer Zahl von Einzellinien, also mit großen 
Werten von m) die Quantenzahl n nicht große Werte annehmen kann. 
Dies kann vielleicht die Tatsache erklären, warum die Banden meistens 
lange vor der möglichen (ohne Rotation berechneten) Grenze abbrechen. 

Wir benutzen noch die Daten für N,, um die Erhöhung des 
Minimalwertes für W’ bei Berücksichtigung der Rotation zu prüfen. 


klein gegen das Hauptglied 


Wir hatten j 1 
= 2'775 r | 
ad 
oder W' > m ae 
LF 


1) Vgl. Sommerfeld, l.c., Kap. 7, 8.512 u. 521, und A. Kratzer, Ann. 
d. Phys. 67, 127, 1922. 
2) le. 
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oder, annäherungsweise: , 
W' > m?.3,8.10—17. E 

Das ist immer der Fall; für den Kopf unseres Bandensystems A = 3884 Ä 
ist hv = 5,06.10-23 erg; a fortiori gilt die Ungleichheit auch für W’; 
bei Anwachsen von m wächst W” in derselben Weise wie die rechte Hälfte. 

Zusammenfassend können wir als bewiesen erachten, daß die 
Oszillationsquantenzahl n des zweiatomigen Moleküls eine obere Grenze 
hat, die (im wesentlichen) durch die Bedingung 


1 
n < Const — 


festgestellt ist, wo æ die Verstimmung bezeichnet. 

Über den Wert von „Const“ bleiben noch manche Zweifel übrig, 
deren Beseitigung durch das Experiment uns möglich scheint. Vorläufig 
nehmen wir den Wert const = 5/,, an, der aus unserer Theorie folgt. 

§ 5. Die Betrachtungen der vorstehenden Paragraphen betreffs 
der Einschränkung der Quantenzahlen können auf die Klasse bedingt- 
periodischer Systeme, deren Bewegungsgleichungen sich durch Separa- 
tion von Variablen integrieren lassen, verallgemeinert werden. 
| Es sei die Bewegung eines beliebigen Systems durch Koordinaten 

und Impulse q;, 9: (# = 1,... k) bestimmt. Die kanonischen Bewegungs- 


gleichungen sind: 
oH, . OH 
er h. =œ — e E E 


[H (piq) = Hamiltonsche Funktion]. 
Die Jacobische Methode 1) ergibt, wenn die Variablen sich sepa- 
rieren lassen 


08 Ty a ee 
Bq) BE V (o an)... (30) 
; | 
(S = Wirkungsfunktion, &; — Integrationskonstanten, W = Energie- 
konstante). Die Quantenbedingungen werden, wie üblich, in der Form 


Pidqi = BYE W, aj) dqi = nh (31) 
ausgedriickt. 

Ist die Bewegung bedingt-periodisch, so muß die Funktion f;(q;) 
wenigstens zwei konsequente reelle Wurzeln a; und b; haben, und 
zwar solche Wurzeln, deren Zwischenwerte g; annehmen kann, wobei 
fi (q) > 0, wenn a; < qi < bi. Die Koordinate pendelt zwischen 
diesen Wurzeln, welche die „Librationsgrenzen“ darstellen 2). Die- 

1) Vol. Sommerfeld, l. c., Zusatz 7, 8.574—691; G.Krutkow, Adia- 


batische Invarianten usw., Verh. d. Opt. Inst. zu Petrograd, 1922. 
2) Vgl. Sommerfeld, 1. c., S. 681. 
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selben liefern auch ganz bestimmte Integrationsgrenzen für das ent- 


sprechende Quantenintegral ii 
t 


È pida = 2 | Vila au 


Dabei ist die Kurve (p;q;), welche die Abhängigkeit der Impulskoor- 
dinate von der entsprechenden Lagenkoordinatedarstellt, eingeschlossen 2). 
Zu dieser Klasse ‘gehören die wichtigsten Fälle der theoretischen 
Spektroskopie und Atomistik. Nur wenn jede Koordinate q;2) nicht 
ein bestimmtes endliches Gebiet verlassen kann, bleibt die Bewegung 
„stabil“ (dynamisch), kann also dauernd ihren Zustand beibehalten. 
Auf die Wichtigkeit der Periodizität für die Quantentheorie hat 
neuerdings N. Bohr aufmerksam gemacht’). Nur in wenigen Fällen 
der Atomerscheinungen hat man es mit ungeschlossenen (p;4;) Kurven zu 
tun *); dann wird die Festlegung der Integrationsgrenzen etwas schwierig. 
Aber in vielen Fällen haben die Funktionen f; reelle Wurzeln 
a;, 6; nicht „automatisch“; mit anderen Worten, die Form der 
Hamiltonschen Funktion H (pi, q;), also der Charakter der wirkenden 
Kräfte, garantiert nicht immer die Existenz der reellen Wurzeln. Dies 
fordert in vielen Fällen, daß die Konstanten, die in der Funktion f; 
vorhanden sind, noch bestimmten Bedingungen Genüge leisten, die 
meistens durch Ungleichungen ausgedrückt werden; nicht alle Systeme, 
deren Bewegung durch gegebene Bewegungsgleichungen bestimmt 
wird, haben den bedingt-periodischen Charakter, sind also im oben- 
genannten Sinne dynamisch stabil. Da aber die Konstanten &;(j=1...k) 
und W wegen der Quantenbedingungen (31) als Funktionen der 
Quantenzahlen n; zu betrachten sind, so ergeben die genannten Un- 
gleichungen gewisse Einschränkungen für die Quantenzahlen. Manch- 
mal sind die Ungleichungen identisch ausgeführt und ergeben keine 
wirkliche Begrenzung der Quantenzablen. Allerdings können nur 
Quantenbedingungen vom „radialen Typus“ Begrenzungen für die 
Quantenzahlen liefern; Quantenbedingungen für zyklische Koordinaten 
(Azimuten) können gewiß keine solche Einschränkungen bewirken. 
Wegen der hervorragenden Bedeutung der bedingt-periodischen 
Systeme für die theoretische Atomistik scheinen die Ungleichungen 
für die Quantenzahlen als „Bedingung der dynamischen Stabilität“ 
bezeichnet werden zu können. 


1) Vgl. Krutkow, l. c. 

2) Eine Ausnahme bilden nur die zyklischen Koordinaten. 
3) ZS. £. Phys. 13, 117, 1923. 

*) Zum Beispiel Epstein, Ann. d. Phys. 50, 815, 1916. 
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| Die Aussonderung von ,mechanisch-stabilen“ aus der Reihe der 
Systeme, die gegebenen Bewegungsgleichungen genügen, finden wir 
in vielen Arbeiten vor!). 

Unsere Betrachtung der möglichen Einschränkungen für die 
Quantenzahlen ist in gewissem Sinne den Quantenungleichungen 
Sommerfelds analog, die z. B. den Wert Null für die azimutale 
Quantenzahl bei der Elektronenbewegung um einen Kern ausschließen. 

Der Ursprung, und Charakter der Ungleichungen werden durch 
die Form der Quantenbedingungen bestimmt. Wir sahen im vorigen 
Paragraphen, daß die Quantenbedingung der Form 


z= Yas P+ Saran 


A <0; C< 0; B?—AC > O fordert. 

Als Beispiel der identischen Ausführung der Ungleichungen kann 
die elliptische Bewegung eines Elektrons um den Kern dienen. Es 
ist in diesem Falle: 


nåh? 
Die Bedingung A < 0 ist immer erfüllt da 
2 0? me? E? l 
a Cr) 


Weiter ergibt sich aus B2— AC > 0: 
2 22m e? E2 1 


er 
also die Identität: 
RE SE 
n? (n-+n’)? 


Einen Fall, bei welchem die Quantenbedingung derselben Form eine 
nicht identische Einschränkung der Quantenzahl bewirkt, haben wir 
in den § 3 und 4 bereits erörtert. Die Einschränkung der Quanten- 
zahlen führt zu einer Begrenzung des Spektrums. 

S$ 6. Das spektroskopische Material reicht leider nicht aus, um 
die Voraussagungen der Theorie gründlich zu bestätigen; es scheint 
aber auch nicht gegen dieselbe zu sprechen. Bei homöopolaren wie 
auch bei heteropolaren Molekülen sind die Banden nicht durch das 
ganze Spektrum zerstreut, sondern sie gruppieren sich in gewissen 
begrenzten Gebieten 2). „Die Bandenspektra von Verbindungen be- 


1) Vgl. z. B. M. Born und W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 16, 229, 1923. 
W. Pauli, Ann. d. Phys. 68, 177, 1922. 

2) Siehe Konen, Das Leuchten der Gase und Dämpfe, 8. 291 u.f. 
Braunschweig, Friedr. Vieweg & Sohn, 1913. 
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stehen aus verhältnismäßig kurzen, vielkantigen Gruppen !) von Banden, 
die sich nicht über das ganze Spektrum verteilen“ 2). 

Zahlreiche Daten über ultrarote Absorptionsspektra sind bei 
Cl. Schaefer und Max Thomas?) gegeben. Diese Autoren beschäf- 
tigen sich hauptsächlich mit den höheren „Obertönen“ und teilen 
auch viele Angaben von anderen Forschern (z. B. Burmeister, 
Brimsmade, Kemble, Imes) mit. Wir benutzen diese Angaben 
(ohne weitere Autorenbenennung), um die Werte von v,, der Ver- 
stimmung x, des Maximalwertes n, der Oszillationsquantenzahl und 
die Lage der „letzten“ Oberbande zu berechnen +). 


I. CO Grundschwingung . . A, = 4,67 u, 
Oktave. . 2.2.2.2. Ay = 2,354, 
Duodezime . . . . . Ag = 1,58 u. 
Es folgt) xz = 0,00661, 


Vo = 6,472. 1038 (sec—?). 
[Der berechnete Wert von A, fällt gut mit dem angegebenen experi- 
mentellen zusammen ĉ)]. Dann wird: @ > = n’). 
n' = 24,4; m = 24; Ag, = 2295 Å. 
Die 24. Oberbande des ultraroten Systems muß also in dem ultra- 
violetten Gebiet liegen. Die Erzeugung von so hohen Werten der 
Oszillationsquantenzahl ist selbstverständlich sehr unwahrscheinlich 
(nach den Angaben über die spezifische Wärme der Gase); die Auf- 
findung einer solchen Bande in Absorption scheint uns aber nicht 
ausgeschlossen zu sein 7). 
Il. HCi. Grundschwingung . . A 
Oktave. ...... A, 
x == 0,01674, 
Vy = 8,817. 1018. 
n! = 9,6; n, = 9; dy = 4451 A. 
1) Nach Kratzers Terminologie „Systemen“; Ann. d. Phys. 67, 127, 1922. 
2) Konen, l. c., 8.274 (nach Olmsted, Diss. Bonn 1906). 
3) Z8. £. Phys. 12, 330, 1923. 


4) Die zugehörigen theoretischen Betrachtungen sind in den § 1 u. 2 zu finden. 
5) Die Berechnung geschieht nach dem Schema 


3,46 u, 
1,76 u. 


lI l 


6) Schaefer und Thomas, |. c. 

7) In Kaysers Handbuch ist die Wellenlänge A = 3898 A als Ende des 
Absorptionsspektrums von CO angegeben. Dieselbe kann noch innerhalb des be- 
trachteten Bandensystems liegen. Lyman hat ultraviolette Banden von CO bis 
A = 1335 Ä ausgemessen. Die I.ymanschen Banden bilden offenbar ein ganz 
anderes System. 
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Das „Ende“ der ultraroten Banden findet sich im Sichtbaren. 


II. HFI. Grundschwingung . . 4, = 2,52u, — 
Oktave. .... . . Aq = 1,27 (Imes). 


Da A, = 44, (genau) ist, so würde sich x — 0 ergeben, also die 
Asymmetrie der Schwingung fällt fort. Dies widerspricht aber der 
Tatsache des Vorhandenseins eines Obertons, da nach dem Korre- 
spondenzprinzip bei rein harmonischer Schwingung die Obertöne un- 
möglich sind (es sind nur Übergänge n + 1l —> n möglich. Wir 
müssen also annehmen, daß die Größe x nicht Null, aber sehr klein 
ist. Vergleichshalber schreiben wir x = 0,000. Die Schwingungs- 


zahl vo berechnen wir aus v, = 3 wir bekommen v, = 11,589. 1013. 
1 


IV. HBr. Bei HBr (sowie bei HJ) ist es Schaefer und 
Thomas nicht gelungen, die Banden zu beobachten, infolge experi- 
menteller Schwierigkeiten die mit der Unstabilität dieser Verbindungen 
verbunden sind. Nach Imes ist): | 


Grundschwingung .-. A, = 3,31, 
Oktave. ...... Aa = 1,98. 
x = 0,098 994, 
vo = 5,373. 10338, 


Die Verstimmung ist außerordentlich groß. Wir berechnen n’ — 1,62; 
also n, = 1. 
, Dies Ergebnis widerspricht der Tatsache der Existenz der Oktave, 
scheint also auch unserer Theorie zu widersprechen. Die Beobachtung 
dieser Banden ist, wie gesagt, mit großen Schwierigkeiten verbunden, 
und Fehler sind demzufolge wahrscheinlich. Andererseits ist der be- 
rechnete Wert von x sehr groß, und es bestehen vielleicht einige 
Zweifel, ob die Formel W = nhv,(l — xn) genügend exakt sei. 
Fügen wir aber noch ein in x quadratisches Glied hinzu, so wird der 
aus dem Experiment berechnete x-Wert kleiner. Die Frage würde 
ganz sicher geklärt, wenn die Oberbande A, gefunden und ihre Lage 
mit der aus A, und A, berechneten verglichen worden wäre. Da diese 
Bande noch nicht entdeckt ist, scheint das Experiment für unsere 
Theorie nicht vernichtend zu sein. Wahrscheinlich ist in diesem Falle 
nı = 2 oder 3. Wir nehmen vorläufig die Zahl 2 an und halten 
also die Bande A, = 1,98 für das Ende des ultraroten Bandensystems. 
Die Erforschung der Absorption von HBr in der Gegend von 

A, = c¢/3 va (1 — 32) ist für unsere Theorie sehr erwünscht. 


1) Sommerfeld, 1l. c., 8. 518. 
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V. SiC. (Schaefer und Thomas, Reflexionsmethode.) 


Grundschwingung . . 4, = 12u, 
Oktave. . . . . . . Ag = 6,2%4u. 
x = 0,037889, 
Va = 2,598 . 1018, 
n = 4,25; n = 4; A, = 3,4u. 
Die letzte Bande muß also noch im Ultrarot liegen. Die Prüfung 
dieser Resultate ist interessant in bezug auf die Frage über die 
spezifische Wärme zweiatomiger fester Körper. Die Rotation des 
Moleküls ist nicht vorhanden (fester Körper!); die Voraussagungen 
der Theorie müssen besonders scharf hervortreten. Die Begrenzung 
der Oszillationsquantenzahl durch den Wert 4 muß für die spezifische 
= Wärme von Wichtigkeit sein. Nach Nernst!) wird letztere für zwei- 
atomige Körper als Summe einer Funktion vom Debyeschen Typus 
und einer vom Einsteinschen dargestellt. Die Einsteinsche bezieht 
sich auf intramolekulare Schwingungen ?2). Die Summation nach n 
geschieht von n = 0 bis n = oo. Ist aber wirklich die Quantenzahl n 
nur genannter kleiner Werte fähig, so sind die statistischen Gwichte 
der größeren Werte stets gleich Null, und die durch Summation von 
0 bis co berechnete Funktion muß merklich von den tatsächlichen 
Verhältnissen abweichen. | 
VI. Wir benutzen noch für unsere Berechnungen einige experi- 
mentelle Angaben über sichtbare (und ultraviolette) Spektra von N, 
und O0, die wir Kratzers mehrfach zitierter Arbeit entnehmen 3). 
Hier müssen wir auch die Veränderlichkeit der Konstanten ins 
Auge fassen. 
Na . vo = 2143,88 cm"! (6,432. 101°sec”1; vo = 2055,64 cm”! (6,167 . 1013sec”"!) 
vo x! = 20,25cem—!; voz = 13,25 cm7}; 
P 0,00945; = 0,00645. 
Für die maximale Größe von n ergibt sich: | 


m = 17; n = 25. 
In Wirklichkeit nimmt bei violetten Cyanbanden die Oszillations- 
quantenzahl nur den höchsten Wert n =—-6 an. Höhere Werte von 
n treten bei Erhöhung der Temperatur hervor. 


1) Vorträge über die kinetische Theorie der Materie (1914), oder: Experi- 
mentelle und theoretische Grundlagen des neuen Wärmesatzes (1918). 

2) Bekanntlich widerspricht die Nernstsche Auffassung den letzten röntgeno- 
graphischen Forschungen über zweiatomige Körper. Aber auch nach den all- 
gemeinen Betrachtungen der Bornschen Theorie kann die spezifische Wärme 
als Summe zweier Funktionen der besprochenen Art dargestellt werden. Vgl. 
F. Reiche, Die Quantentheorie, 8.73. Berlin, Springer, 1921. 

3) Ann. d. Phys. 67, 127, 1922. 
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Die Berechnung des n,-ten Obertons nach dem Typus der ultra- 
roten Banden hat in unserem Fall wenig Sinn, da dem betrachteten 
System noch eine gewisse Elektronenschwingungszahl zukommt, und 
die Werte von v, und x für das ultrarote Gebiet können von den 
angeführten sehr verschieden sein. 

Für O, sind nur die Werte von v, und v, angeführt: 

vo = 1419 em! (4,257 . 1013 sec—'), 
Va = 1316 cm—? (3,947 . 1013 sec—?). 

§ 7. Wie gesagt, ist das Beobachtungsmaterial für die Theorie 
nicht entscheidend. In den meisten Fallen schlieBen die Banden- 
systeme mit viel kleineren Werten von n, als es die Theorie zuläßt. 
Die Hauptursache dieser Tatsache besteht darin, daß bei gewöhnlichen 
Bedingungen so hohe Werte der Oszillationsquantenzahl noch nicht 
hervortreten. Die berechneten Lagen der „maximalen“ Oberténe 
liegen aber in Spektralgebieten, die wohl zugänglich sind. Besonders 
interessant scheint die Erforschung von HBr und SiC zu sein, da 
bei diesen die n,-Werte sehr klein sind (2 und 4): die entsprechenden 
Obertöne sollen also noch bei gewöhnlichen Bedingungen stark 
genug sein. | 

Andere Fälle sind viel schwieriger. 

Die Fluoreszenzmethode von R. W. Wood!) scheint für unseren 
Gegenstand sehr geeignet zu sein. Dieser Verfasser beobachtete bis 
20 Dubletten bei der Fluoreszenz des J,-Dampfes®). Da hier der. 
Anfangszustand wahrscheinlich immer derselbe ist, so haben wir es 
mit großen Werten der Öszillationsquantenzahl zu tun. Es wäre also 
wichtig, den Wert von x und v, zu berechnen und mit den beob- 
achteten Zahlen der Dublette zu vergleichen. 


Tabelle ı. 
Verb. | M | 17% | vo. 10713 x n | Z+Z 

HF... . | 20,01 | 0,957 11,58 0,000 | ? 10 
HC ... 36,47 0,980 8,82 0,017 9 18 
HBr... | 80,93 | 0,995 | 5,37 0,099 | 22 36 

Heteropolar 
Sic. ... 40,3 8,427 2,60 0,038 4 20 
CO... . || 28,0 6,857 6,47 0,007 | 24 14 

[| 0,009 | 17 | 

No... . | 28,02 | 7,005 ee 14 Iombonoar 


Oa .... | 32,0 8,000 4,26 Ze = 16 
1) Phil. Mag. 85, 236, 1918; das Original ist mir leider unzugänglich; ich 
zitiere nach Sommerfeld, 1l. c., S. 526. 
2) Diese Dubletten sind als „nicht entwickelte“ Banden anzusehen. 
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§ 8. Wir wollen noch die berechneten Werte von x und v mit 
einigen anderen für betreffende Moleküle charakteristischen Größen 
vergleichen. Alle Größen sind in der Tabelle 1 zusammengestellt. 
In der zweiten Spalte stehen die Molekulargewichte M; in der dritten 
die schwingenden Massen u in Einheiten des Atomgewichts ausge- 
drückt; in der siebenten Spalte stehen die Summen der Atomnummer, 
also die Zahlen sämtlicher Elektronen im Molekül. 

Die Betrachtung der ersten vier Zeilen der Tabelle zeigt, daß 
beim Anwachsen von u die Schwingungszahl v sich verringert. In 
diesen vier Verbindungen haben wir gesättigte Valenzkräfte!), die 
Tendenz zur Bildung der Achterschale ist erfüllt. Besonders ein- 
typisch sind die Halogenwasserstoffe. Man könnte erwarten, daß bei 
diesen die bindenden Kräfte gleich sind; wir sehen aber, daß die 
Verminderung von v, sehr bedeutend ist bei nur kleinem Anwachsen 
von 4, sie kann also nicht auf das letztere zurückgeführt werden. 

Auf das gleiche weist auch die relativ kleine Veränderung von 
vo beim Übergang von HBr zu SiC hin, während die Masse u un- 
gefähr neunmal so groß wird. 

Zur fünften Zeile (CO) übergehend, sehen wir, daß die Regel- 
mäßigkeit in der Veränderlichkeit von u und v, völlig verschwindet; 
das war von vornherein zu erwarten, da hier die Valenz nicht ge- 
sättigt ist, die anziehende Kraft ist von einem anderen Charakter als 
in den ersten vier Zeilen. Dasselbe gilt auch für die letzten zwei 
Zeilen (homöopolare Moleküle); aber auch hier nimmt beim Anwachsen 
von u die Schwingungszahl ab. 

Wir gehen zur fünften Spalte über und sehen, daß zwischen den 
Veränderungen von u und x kein Parallelismus besteht, nur bei den 
Halogenwasserstoffen wächst x mit u. 

Es ist aber leicht zu ersehen, daß x mit der Summe der Atom- 
nummer, also mit der Zahl der Elektronen im Molekül, zunimmt. 
Dabei spielt, wie man aus der Tabelle 2 erkennt, die Beschaffenheit 
der Valenzkräfte keine wesentliche Rolle; homöopolare Verbindungen 
nehmen ihren Platz in der Reihe der heteropolaren ein. 


Tabelle 2. 
Verb HF | CO | N, | HC) | sic | HBr 
ZEEZ 2: a 10 | 14 | 14 | 18 | 2 36 
a ed A Bere 0,000 | 0,007 i ode l 0,017 | 0,038 | 0,099 


1) Wir sprechen von den Valenzkräften im Sinne der modernen Theorien. 
Vgl. z. B. W. Kossel, Valenzkrafte, 1921. | 


116 P. Tartakowsky, Zur Theorie der Bandenspektra. 


Diese Daten zeigen, daß, unabhängig von irgendwelchen theoretischen 
Annahmen, die Asymmetrie der Schwingung durch die Verstimmung 
gemessen, nicht von der Asymmetrie der Kernmassen herrührt, 
sondern durch die Wirkung der Elektronen bestimmt wird, die das 
Coulombsche Feld der Kerne zerstören. Dabei ist, soweit man aus 
einem nicht umfangreichen Material Schlüsse zieben darf, zwischen 
homöo- und heteropolaren Molekülen nicht zu unterscheiden. 


Zusammenfassung. 


1. Die Oszillationsquantenzahl n bei zweiatomigen Verbindungen 
kann nicht eine gewisse Grenze ‚überschreiten, die umgekehrt propor- 
tional der „Verstimmung“* x ist (n < const.x'). 

2. Diese Eigenschaft, die zu einer Begrenzung des Banden- 
spektrums der zweiatomigen Moleküle führt, ist eine Folgerung der 
durch den Verfasser entwickelten Theorie asymmetrischer Schwingungen, 
kann aber wohl aus der Kratzerschen Theorie der Rotations- 
schwingungsspektra abgeleitet werden. Der Versuch eines Vergleichs 
beider Theorien ist oben beschrieben worden. 

3. Es ist nachgewiesen worden, daß die Begrenzung der Quanten- 
zahlen (und der Spektra) der Forderung zufolge tritt, daß die Be- 
wegung atomarer Systeme in stationären Zuständen einen bedingt- 
periodischen Charakter besitzen müsse. 

4. Das Beobachtungsmaterial scheint der Theorie nicht zu wider- 
sprechen. Auf Grund der Angaben über ultrarote Absorptionsspektra 
sind die Maximalwerte der Oszillationsquantenzahl und die Lagen der 
„letzten“ Oberbanden berechnet. 

5. Die Asymmetrie der Schwingung (die Verstimmung) scheint 
mit der Gesamtzahl der Elektronen im Molekül anzuwachsen. | 


Kiew, November 1923. 
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Der Einfluß der Gravitation 
auf das Licht vom Standpunkt der Äthertheorie. 


Von Richard Hiecke in Wien. 
Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 29. März 1924.) 


Die Ablenkung der Lichtstrahlen und die Rotverschiebung der 

Spektrallinien durch die Gravitation werden auf Grund der 

Maxwellschen Lichttheorie unter der Annalıme abgeleitet, daß 

sich der Lichtäther wie eine fast unzusammendrückbare Flüssig- 

keit verhält und in der Nähe großer Massen eine geringfügige 
Verdichtung erleidet. 


Die Relativitätstheorie fordert zweierlei Einwirkungen der Gra- 
vitation auf das Licht, und zwar: 

l. Die Ablenkung eines an einer großen siderischen Masse, z. B. 
der Sonne, vorbeigehenden Lichtstrahles. 

2. Die Verschiebung der Spektrallinien nach der Seite des roten 
Endes in starken Gravitationsfeldern, l 

Wie Prof. E. Gehrcke!) mitteilt, haben sich die Emissions- 
theoretiker 2) schon zu Beginn des 19. Jahrhunderts mit dem erst- 
angeführten Einflusse befaßt. Die 
Emissionstheorie hat gegenwärtig 
wohl keine Anhänger mehr; es lassen 
sich aber beide Einwirkungen auch 
aus der elektromagnetischen Licht- 
theorie begriinden, wenn man eine 
verschwindend geringe Verdichtung 
des Athers durch den Einfluß der 
Gravitation in der Nähe großer 
Massen annimmt. Der Äther werde 
zunächst als unzusammendrückbare 
Flüssigkeit behandelt. Dann kann man das Gesetz der Druckzunahme 
gegen ein Gravitationszentrum nach hydrostatischen Grundsätzen be- 
rechnen, indem man sich ein kegelförmiges Volumen nach Fig.1 ab- 
grenzt, dessen Grundflächen zwei im Abstande dr voneinander um 0 
beschriebenen Kugelflächen angehören und wegen ihrer geringen Aus- 
dehnung als eben betrachtet werden können. Auf die innere Grundfläche 


Fig. 1. 


1) ZS. f. techn. Phys. 4, 292, Nr. 9, 1928. 
2) Soldner, Berl. Astr. Jahrb. 1804, S. 161; Neudruck Ann. d. Phys. 65, 
593, 1921; Poisson, Traité de Mécanique, 2. Aufl., Paris 1833. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXIV. j 9 
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wirkt dann der Druck ».df, der der Summe aus (p + = . dr) -df und 


dem Gewichte eines Zylinders von der Grundfläche df und der Höhedr 


gleich sein muß. Dieses Gewicht ist Fri -dr, worin k’ eine vor- 


läufig noch unbestimmte Konstante bezeichnet. Es ist also: 
' U 
BE m pak ty, 
worin pọ den unabhängig vom betrachteten Gravitationszentrum herr- 
schenden Druck bezeichnet. Der hydrostatische Druck steht also im 
linearen Zusammenhange mit 1/r, sofern man Einflüsse anderer Gra- 
vitationszentren außer Betracht läßt. Nun werde angenommen, daß . 
der Äther immerhin eine geringe Zusammendriickbarkeit besitze, die 
aber so gering ist, daß sie bei den vorhergehenden Überlegungen 
vernachlässigt werden kann, und -daß durch 
die Zusammendrückung seine Dielektrizitäts- 
konstante k und seine Permeabilität u propor- 
tional erhöht werden. Hierbei ist es vorläufig 
belanglos, ob sich beide Parameter in gleichem 
oder verschiedenem Grade ändern. Da nun die 
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1/Vku ist, so wird sie 
durch den Gravitationseinfluß proportional l/r 
herabgesetzt. Ist c, die Lichtgeschwindigkeit 
in großem Abstande vom Gravitationszentrum, 
so ist zu setzen: 
C= Cy —k" jr. (1) 
Fig. 2. Trifft nun ein Lichtstrahl aus einem Mittel mit 
höherer Fortpflanzungsgeschwindigkeit auf ein 
solches mit geringerer, so wird er zum Einfallslot, im gegenteiligen 
Falle vom Einfallslot gebrochen, und es gilt das bekannte a 
gesetz: 


sin ¿ : sin t = c: e. 
Die Ablenkung ọ` des Lichtstrahles läßt sich an Hand der Fig. 2 
leicht berechnen. Fällt man ein Lot vom Zentrum O auf den Weg 
des Lichtstrahles, so ist die Länge dieses Lotes 0 A = r,; der Weg 
AP des Lichtstrahles werde mit s bezeichnet. Ändert sich die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit an der durch den Punkt P gelegten Kugel- 
fläche um de, so ist ? = i+ dq, und man erhält die Beziehung: 
sin ¿ : siai + dp.cosi=c:c+tde (2) 
oder, da sint = rọ/r und cosi = s/r ist, ' 


1,:8.dp=c:de 


Der Einfluß der Gravitation auf das Licht vom Standpunkt usw. 119 


andi dg = L ge — ede, (3) 
S. Co Co yr? — n? 

wobei im Nenner c, statt c gesetzt wurde, da der Unterschied von 

verschwindender Größe ist. Aus (1) erhält man de = k”.dr/r® und 

hiermit unter Berücksichtigung, daß die Ablenkung auf beiden Seiten 

von A im gleichen Betrage und im gleichen Sinne stattfindet: 


co 


Qk r dr 
p = Een (4) 


Co r? yr — ro? 
ro 
Die Auswertung des Integrals gelingt ‘sehr leicht, wenn man die 
neue Variable y = 1/r einführt; sein Betrag ist l/rọ? und hiermit: 
gp = 2k" ley 19. 
Um Ubereinstimmung mit Soldner zu erhalten, braucht man nur 
oe K. M/co (5) 
(K = Gravitationskonstante, M = Gravitationsmasse) zu setzen und 
erhält: 
_2KM 


Co? Yo 


(6) 


Der zweite Einfluß, die Rotverschiebung der Spektrallinien, kann 
unter der Annahme abgeleitet werden, daß die Lichtaussendung durch 
die Schwingungen von Elektronen um eine Gleichgewichtslage bewirkt 
wird und das ausgesendete Licht die gleiche Frequenz wie diese 
Schwingungen besitzt. Ist Z.e die Kraft (elektrische Feldstärke 
x Elektronenladung), die das Elektron in die Ruhelage zurückzieht, 
wenn es sich um die Längeneinheit davon entfernt hat, und m seine 
Masse, so ist die Frequenz v der Schwingungen proportional YE.e:m. 
Nun ändert sich die elektrische Feldstärke mit der Dielektrizitäts- 
konstante nach der Beziehung 


E: By = ko: k. (7) 
Es ist also E = E,kọ/k. Da ferner nach den Berechnungen von 
Max Abraham, die durch die Versuche von Kaufmann 1) bestätigt 
wurden, die Masse der Elektronen rein elektromagnetischen Ursprungs 
ist und auf der Energieaufspeicherung in dem durch die Bewegung 
erzeugten Magnetfelde beruht, so ist‘ diese Masse proportional der 
Permeabilität u oder für einen gegebenen Bewegungszustand: 


m = My. uUj/uo. 


1) vgl. A. Battelli, A. Occhialini, S. Chella, Die Radioaktivität, 
deutsch von Max Iklé, Leipzig 1910, 8. 329. 


Q * 
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Es ist also 


— = :¢, 


n= [Bebe ko to . Eye 
Mo 


und 
Aviv = Ac: co, 

wenn man wieder Größen zweiter Ordnung gegenüber c, vernach- 
lässig. Man erhält somit unter Berücksichtigung von (1) und (5): 

Aviv = —k" /rocg = — K. M/ry c. (8) 
Dieser Wert stimmt mit dem von Einstein angegebenen überein, 
kann aber so wie der Wert von @ durch die Wahl von k etwaigen, 
von der Formel Einsteins abweichenden Versuchsergebnissen an- 
gepaßt werden. Die Beziehung: 

g = 24v/v (9) 
ist jedoch für einen bestimmten Wert von rọ von k unabhängig, 
sofern es zulässig erscheint, den Einfluß anderer Gravitationszentren 
außer dem betrachteten, die natürlich auf g anders wirken als auf v, 
zu vernachlässigen. | 

Es sei noch bemerkt, daß eine Änderung von c in so geringem 
Betrage, wie sie oben vorausgesetzt wurde und der Formel 


c = c (l1 — K. Mjr . co?) (10) 
entspricht, auf Effekte erster Ordnung wie Aberration und Doppler- 
effekt ohne Einfluß ist. | 
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Über die Faserstruktur elektrolytischer 
Metallniederschläge. 


Von R. Glocker und E. Kaupp in Stuttgart. 
Mit 15 Abbildungen. (Eingegangen am 30. März 1924.) 


Röntgenstrukturuntersuchungen an elektrolytisch hergestellten 
Metallblechen zur Bestimmung der Kristallitanordnung bei 
Kupfer, Silber, Nickel, Chrom, Eisen. Die Faserachse steht 
stets senkrecht auf der Oberfläche der Metallfolien; die Berech- 
rung der kristallographischen Indizes und die Berücksichtigung 
kristallographischer Beobachtungen führt zu der Anschauung, 
daß die Faserachse die Richtung der größten Kristallisations- 
geschwindigkeit angibt. Die Ausbildung der Faserstruktur ist 
von der Art der Lösung in hohem Grade abhängig. 

Von Uspenski und Konobejewski!) einerseits, von Polanyi 
und seinen Mitarbeitern ?) andererseits wurde nahezu gleichzeitig eine 
besondere Art der Kristallitanordnung in gezogenen Drähten und ge- 
walzten Metallfolien entdeckt, welche dadurch charakterisiert ist, daß 
eine bestimmte kristallographische Richtung in allen Kristalliten 
parallel zur Walzrichtung bzw. zur Drahtachse liegt. Nach dem Vor- 
schlag von Polanyi’), der eine systematische Darstellung der mathe- 
matischen Grundzüge dieser Struktur gegeben hat, wird eine solche 
Kristallitanordnung als „Faserstruktur“ bezeichnet. 

Faserstruktur von Metallen wurde bisher nur bei mechanisch 
bearbeiteten Metallen beobachtet. Im folgenden wird über eine 
Faserstruktur von Metallen berichtet, welche ohne vorhergegangene 
Einwirkung mechanischer Kräfte beim Kristallisationsvorgang 
selbst entsteht, nämlich bei der elektrolytischen Abscheidung 
von Metallen. 

Den unmittelbaren Anlaß zu diesen Untersuchungen bildete die 
Beobachtung, daß beim Walzen von Elektrolytkupferblechen Faser- 
strukturen auftreten, welche sich von den bisher bekannten Walz- 
strukturen unterscheiden, und welche vermuten ließen, daß beim 
Elektrolytkupfer die Anorduung der Kristallite nicht eine regellose, 
sondern eine gerichtete ist. 


1) ZS. £. Phys. 16, 215, 1923; in Rußland bereits Februar 1920 veröffentlicht. 
2) Naturw. 9, 288, 1921; Ettisch, Polanyi und Weissenberg, ZS. f. 
Phys. 7, 181, 1921 (Drähte); Mark und Weissenberg, ZS. f. Phys. 14, 328, 
1923 und 16, 314, 1923 (gewalzte Folien). 
8) ZS. f. Phys. 7, 149, 1921; Polanyi und Weissenberg, ZS. f. Phys. 9, 
123, 1922 und 10, 44, 1922. 
* 
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-Versuchsanordnung. Die Versuchsanordnung war so ein- 
gerichtet, daß gleichzeitig zwei Präparate durchleuchtet werden konnten. 
Jedes Präparat war in einem drehbaren Messingrahmen befestigt, der 
selbst in einem zweiten Rahmen drehbar war, so daß das Präparat um 
eine vertikale Achse um + 90° und um eine horizontale Achse um 
+ 45° gedreht werden konnte. Zur Vermeidung einer störenden 
Sekundärstrahlung von den Rändern der Blenden befand sich in dem 
Metullrahmen eine Bleiplatte mit einer zentralen Bohrung von solcber 
Größe, daß das Primärstrahlenbündel eben ungestreift hindurchpassieren 
konnte. Die Blenden wurden nicht aus Metall, sondern aus Bleiglas 
verfertigt!), um zwecks Herabsetzung der Expositionszeit möglichst 
nahe an die Glaswand der Röntgenröhre heranrücken zu können. Der 
Abstand der vorderen Blende von der hinteren betrug 6 cm, und der 
Durchmesser der Bohrungen war 1mm. Der Fokusabstand der Prä- 
parate betrug 18cm. In einer Entfernung von 5cm hiervon war die 
photographische Platte (Hauff-Röntgenplatten) senkrecht zum Primär- 
strahl aufgestellt. Ein unmittelbar vor der Platte angebrachtes 
Aluminiumfilter von 0,l mm Dicke diente dazu, die sehr weiche und 
infolgedessen photographisch stark wirksame Eigenstrahlung von 
Kupfer, Eisen usw. zu absorbieren. 

Die bisher für Faserstrukturuntersuchungen benutzten Röntgen- 
röhren ınit Eisen- oder Kupferantikathoden waren für unsere Zwecke 
nicht geeignet. Wenn es sich darum handelt, aus einem dicken 
Metallstück, z. B. einer Elektrolytkupferplatte, ein für die Röntgen- 
untersuchung geeignetes dünnes Blättchen zu entnehmen, ohne dabei 
eine Deformation der Struktur befürchten zu müssen, so kann dies 
nur auf dem Wege des Abdrehens?) erreicht werden. Da auf diese 
Weise dünnere Blättchen als 0,1 mm nicht hergestellt werden können, 
so ergibt sich hieraus die Notwendigkeit, eine Strahlung von größerer 
Härte als die Eisen- oder Kupferstrahlung zu verwenden. 

Für eine allgemeine Verwendung der Faserstrukturuntersuchung 
für technische Zwecke ist überhaupt die Herstellung einer intensiven 
Röntgenröhre mit homogener Strahlung mittlerer Wellenlänge eine 
unerläßliche Voraussetzung, da fast immer die Proben aus dicken 
Metallstiicken herausgearbeitet werden müssen. 

Mittlere Wellenlängen von besonders großer photographischer 
‚Wirkung lassen sich dadurch erzeugen, daß als Antikathodenmaterial 
die im periodischen System dem Silber nachfolgenden Elemente ver- 


!) Von E. Gundelach in Gehlberg freundlicherweise hergestellt. 
2) Stahl und Eisen 42, 542, 1922. 
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wendet werden, deren Eigenstrahlung die Silberstrahlung des photo- 
graphischen Kornes erregt. Daß bisher kein Gebrauch von diesem 
günstigen Umstand gemacht worden ist, ist wohl aus der Unmöglichkeit 
zu erklären, diese leicht schmelzbaren Elemente in technische Röntgen- 
röhren einzubauen. Durch Verwendung von Legierungen gelang es 
uns, diese Schwierigkeit zu umgehen. Das hinzuzufügende Element 
muß erstens befähigt sein, mit dem gewünschten Element, z. B. Antimon, 
Legierungen mit hohem Schmelzpunkt zu bilden, und zweitens muß 
seine Eigenstrahlung so beschaffen sein, daß sie entweder bei der 
benutzten Spannung überhaupt nicht erregt wird, oder daß sie leicht 
absorbierbar ist und durch Filter weggeschafft werden kann. 

Bei einer Durchsicht der Schmelzdiagramme!) des Antimons bietet 
in dieser Hinsicht eine Legierung von 33 Proz. Nickel und 67 Proz. 
Antimon besondere Vorteile; ihr Schmelzpunkt von 1158°C übertrifft 
nahezu um das Doppelte den Schmelzpunkt des reinen Antimons. Die 
ınechanische Bearbeitbarkeit ist ausreichend, um eine Antikathoden- 
platte abdrehen zu können. In gashaltigen*) Röhren hat sich diese 
Legierung gut bewährt, über ihre Verwendbarkeit in Elektronenröhren 
liegen zurzeit noch keine genügenden Erfahrungen vor. 

Von Elektronenröhren hat sich eine Mediaröhre ?) mit strichförmigem 
Brennfleck und Silberantikathode als sehr leistungsfähig erwiesen. 
Bei 50000 Volt Spannung hält die Röhre im Dauerbetrieb 20 m A 
aus. Mit dieser Belastung läuft die Röhre täglich acht bis zehn 
Stunden an einem Hochspannungsgleichrichter (Transverter von Koch 
und Sterzel), ohne irgend einer Beaufsichtigung zu bedürfen, ein 
nicht zu unterschätzender Vorteil gegenüber den Röntgenröhren, welche 
dauernd an der Luftpumpe betrieben werden müssen. 

Um das kurzwellige Ende des kontinuierlichen Spektrums und 
die ß-Linie der Silberstrahlung wegzufiltern, wurden die Bohrungen 
der vorderen Blenden mit 0,05 mm Palladiumfolie bedeckt. 


Ergebnisse. 


Kupfer. Das erste Material, an dem eine Faserstruktur als Folge 
der elektrolytischen Kristallisation beobachtet wurde, war eine etwa 
l cm dicke Kupferplatte, die uns von dem Messingwerk Villingen 
überlassen worden war. In der Mitte befand sich das ursprüngliche 
Kathodenblech, auf dem beiderseits das Kupfer niedergeschlagen war. 


1) Landolt-Börnstein, Physikalisch-chemische Tabellen, 1923. 

2) Den Röntgenröhrenfabriken Gundelach in Gehlberg und C. H. F. Miller 
in Hamburg sind wir für mannigfache Unterstützung zu großem Danke ver- 
pflichtet. 

* 
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Das Material war sehr grobkristallin; die Oberfläche war rauh und 
zeigte an einzelnen Stellen hügelartige Ausbuchtungen. 


Aus dieser Platte wurden, ohne das Stück merklich warm werden zu 
lassen, fünf Proben, 20 x 14x 4 mm, vorsichtig herausgesägt und im zen- 
tralen Teil auf 0,18mm Dicke abgedreht. Die Oberfläche, 20x 14 mm, war 
jeweils senkrecht zu den Pfeilrichtungen in Fig. 1 entnommen und wurde 
senkrecht vom Primärstrahl durchsetzt. Die zu I, in Fig. 1 senkrecht 
stehende Ebene ist die der Badseite zugekehrte Oberfläche der 
Kupferplatte; I ist also die Richtung 
der Stromlinien bei der Elektrolyse. 


Die Aufnahme in Richtung I ergab 
eine um den Durchstoßpunkt symme- 
trische Anordnung von zahlreichen radi- 
.alen Streifen 1), vom kurzwelligen 
Bremsspektrum herrührend, und daran 
anschließend zwei der &-Linie des Silbers 
zuzuordnende Beugungsringe von {111} 
und {002}. 

Fig. 1, Mit den Symmetrieverhältnissen des 

Bildes ist sowohl die Annahme einer 

regellosen Orientierung der Kristallite als auch die einer Faserstruktur 

vereinbar, wenn gerade der Spezialfall vorliegt, daß Durchleuchtungs- 
richtung und Faserachse zusammenfallen. 


Die Aufnahmen in den anderen vier Richtungen, welche sämtlich 
auf der Richtung I senkrecht stehen, stimmten im wesentlichen 
untereinander überein (Fig. 2). Es treten zwei zueinander senkrechte 
Symmetrielinien auf, von denen die vertikale der Richtung I parallel 
läuft. Die Symmetrie der Bilder beweist, daß eine Faserstruktur 
vorliegt und daß die Faserachse senkrecht auf den Richtungen II, 
III, IV und V steht. Faserachse ist also die Richtung der 
Stromlinien bei der Elektrolyse. 


Zur Bestimmung der als Faserachse kristallographisch aus- 
gezeichneten Richtung wird der Winkel 0, zwischen den Intensitäts- 
maxima und der zur Faserachse parallelen vertikalen Symmetrielinie 
gemessen. Der Meßfehler ist ziemlich groß, da die Ebene der Kathoden- 
platte wegen der Oberflachenrauhigkeiten keine genaue Einstellung der 
Präparate zuläßt. 


1) Bei grobkristallinen Materialien erzeugt die Reflexion des Bremsspektrums 
einzelne Flecken oder radiale Streifen, bei feinkristallinen Stoffen einen gleich- 
mäßig geschwärzten Kreisring. 
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Fig.6. Elektrolytkupferfolie Fig.7. Nickelfolie 6 = 83°. 
auf Platin abgeschieden. $ = 80°. 
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Fig. 8. Silber & — 80°. 


Fig.10. Eisen 0,001 Amp./qem. 
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Fig. 12. Abgeschrecktes Kupfer 
in Richtung des Temperaturgefälles 
durchstrahlt. 
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Fig.11. Eisen 0,1 Amp./qem 
mit Chlorcalciumzusatz. 


Fig. 13. Abgeschrecktes Kupfer 
senkrecht zur Richtung des Temperatur- 
gefälles durchstrahlt. 
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Die stark ausgeprägten radialen Streifen nach Art eines sechs- 
fachen Sternes verdanken ihre Entstehung der Reflexion des kurz- 
welligen!) Endes des Spektrums an den Netzebenengruppen {111} 
und [002). 

Da der Reflexionswinkel y im allgemeinen nicht größer als 10° 
ist, kann bei Berechnung des Winkels ô, aus der Gleichung 2) 


cos Ô) = a (1) 

[y = Reflexionswinkel (gleitender Winkel) der betreffenden Netzebene, 
ọ = Winkel zwischen Netzebenennormale und Faserachse] 

cosy = 1 (la) 


gesetzt werden, so daß l 
wur cos0) == cos@ 
näherungsweise ist. 


Die Bestimmung der kristallographischen Indizes der Faserachse 
läßt sich bei kubischen Kristallen in einfacher Weise durchführen, 
sobald auf dem Oktaeder- und dem Wiirfelebenenring mindestens ein 
-Intensitätsmaximum auftritt. Da über die Bezeichnung der kristallo- 
graphischen Achsen von vornherein nicht verfügt worden ist, ist es 
zulässig, als erzeugende Ebene eines beliebigen Oktaederpunktes 
(Winkel ô bzw. 0’) die Ebene (111) anzunehmen. Für das Resultat der 
folgenden Berechnung ist es dann wegen der Symmetrie dieses 
Indextripels ohne prinzipiellen Einfluß, ob man einen Würfelpunkt 
(Winkel 09 bzw. oe”) der Netzebene (100) oder (010) oder (001) 
zuschreibt. 

Die gesuchten Indizes H,, Ha, Hg der Faserachse können nunmehr 
aus den zwei Gleichungen bestimmt werden 


coso’ = — ar en. (2a) 


V3 VH? + H} + Hy? 
H, 


D ya yia F Hp F e 
Im vorliegenden Fall ist die Bestimmung besonders einfach, da 
sowohl ein Oktaeder- als auch ein Würfelpunkt mit dem Winkel 6, 
bzw. ô, = 90° vorkommt. Aus 
0 = H, + H, + HB;, 
0= H, 


cos ọ” (2b) 


1) Beim Durchgang durch 0,18 mm Cu wird die Intensität der «-Linie des Ag 
gegenüber der an und für sich viel geringeren Intensität des durch das Pd-Filter 
noch hindurch a nden Teiles des kurzwelligen Bremsspektrums stark 
geschwächt. 

2) Polanyi, 28. f. Phys. 7, 162, 1921, Gl. (4). 
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folgt H, = 0 und H, = H;; also lauten die Indizes der Faser- 
achse [011]. Faserrichtung ist also die Normale auf einer 
Rhombendodekaederebene. 
Wie die Tab.1 zeigt, sind die theoretisch zu erwartenden Punkte alle 
vorhanden und reichen aus zur Erklärung sämtlicher beobachteter Punkte. 
Tabelle 1. Techn. Elektrolytkupfer A = 0,56 A. 


Winkel 6p 
Reihenfolge der Ringe Netzebenen- en Fu 
n i erechne 
(von innen nach außen) gruppe gemessen aus Gl. (1a) 
für den Fall 


F.-A. = [011] 


30 bis 40° | 35015’ 
909 | 900 ` 
450 450 
900 909 
57 bis 63° 60° 
| 28 bis 340 31030’ 
650 | 640 45! 
| 900 900 


Zur Prüfung dieser Bestimmung der Faserrichtung wurden sodann 
dünne frisch hergestellte Kupferbleche untersucht (1/, normale Kupfer- 
sulfatlösung mit 0,03 Amp./qem Stromdichte, Dicke der Schicht 0,1 
bis 0,25 mm). Durch Hochglanzpolitur des als Ka- 
thode dienenden Kupferbleches wurde eine leichte 
Ablösbarkeit der Beschläge erreicht. 

Die Proben wurden unter einem gleitenden 
Winkel von 7 bis 10° dem Röntgenstrahlenbündel 
ausgesetzt (Fig. 14). Bei dieser Anordnung können 
diatrope, niedrig indizierte Netzebenen zur Re- 
flexion gelangen, ohne daß das Aussehen des Bildes 

Fig. 14. von dem leicht berechenbaren Typus einer zur 

Faserrichtung senkrechten Aufnahme (vgl. Fig. 3 mit 

Fig.4) abweicht. Die Verwendung der Wellenlänge A = 0,56 Ä bietet 

somit für die Auswertung der Bilder gegenüber den bisher üblichen 
längeren Wellenlängen wesentliche Vorteile. 

Ist der Winkel zwischen Primärstrahl und Faserachse ß, und der 
Winkel zwischen den Intensitätsmaxima und der zur Faserachse 
parallelen Symmetrielinie des Bildes 0, so ist @ aus Gleichung (6) der 
Polanyischen Arbeit!) zu berechnen: 
cos ọ — cos ĝ sin y 

sin ĝ cosy 


(3) 


1) Auf den betreffenden Platten kommen nur die „oberen“ Punkte im Sinne 
der Polanyischen Bezeichnung vor. 


cos Ò u 
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statt ò COS Ọ 
cos y 


bei der Aufnahme senkrecht zur Faserachse. 
Für geringe Neigung der Faserachse — im vorliegenden Fall ist 
B = 83 bis 80°, gilt dann näherungsweise 


5 — 0080 _ 
cos soar cos fp tg y (4) 
une cos Ôo — cosd = cos tg y. (4a) 


Der Winkelabstand 0 eines Punktes von der horizontalen Symmetrie- 
linie auf dem Bilde ändert sich bei einer Neigung der Faserachse 
gegenüber der Strablrichtung um so mehr, je größer der Reflexions- 
winkel ist, d. h. je größer der Radius des Beugungsringes auf der 
Platte ist. Außerdem werden die Punkte mit kleinen Winkeln (nahe 
an der Symmetrielinie) besonders stark beeinflußt (cosd nahezu 1). 

Wie man sich durch Ausrechnung leicht überzeugen kann, ist bei den 
geringen Neigungen der Faserachsen gegenüber der Strahlrichtung 
der aus Gleichung (4) erhaltene Wert für Ô nur wenig verschieden 
von dem Werte für 9. Für einen der äußersten Ringe {113} ist für 
à — 0,56 Å der Reflexionswinkel y = 15°; die vorkommenden Werte 
von cosọ liegen zwischen 0,7 und l. Für cosg = 0,8 ergibt sich 
zum Beispiel aus Gleichung (4) für 8 = 83° ein Wert cosd = 0,794 
und 0 — 37025’, während @ = 36°50’ ist. In den folgenden Tabellen 
ist daher immer der aus Gleichung (la) genähert berechnete Wert . 
für ô angegeben. 


Tabelle 2. Frisch hergestellte Elektrolytkupferfolie. 
Winkel zwischen Oberfläche!) und Primärstrahl 10° (Fig. 4). 


| Winkel 6 
Netzebenen- | 
Reihenfolge der Ringe berechnet 
gruppe gemessen aus Gl. (1a) 
für den Fall 


F.-A. = [011] 


1. Ring. {111} 35° 350 18’ 

2 Ring: 4:5. 1002} 449 30’ 450 

3: Ring © 30.0.0 % {022} 59° 30’ 60° 
310 30’ "1999! 

4. Ring. 6 2 ‘a’. {113} | 6 3 a af 

5. Ring. ..... 1222} 360 350 16’ 

6. Ring. ...... {004} 469 450 


1) Wegen der Absorption des streifend getroffenen Bleches ist nur die eine 
Hälfte des Beugungsbildes auf der photographischen Platte enthalten; aus dem 
gleichen Grunde fehlen die Maxima für 6 = 90°, die theoretisch bei jedem der 
in Tab. 2 aufgeführten Ringe vorkommen müssen. 
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Außerdem erscheint auf der Symmetrielinie (Ô = 0) ein dem 
3. Ring angehörendes starkes Intensitätsmaximum, das auf einer Auf- 
nahme, bei der der Primärstrahl genau parallel zur Oberfläche des 
Bleches verlief, fehlte. Diese Reflexion einer diatropen Netzebene 
beweist direkt, daß die Faserachse in der Richtung einer Rhomben- 
dodekaedernormale fällt. 

Aus Tab.2 ist zu ersehen, daß die Verwendung der Wellenlänge 
4 = 0,56Ä bei Faserstrukturaufnahmen weit mehr Intensitätsmaxima 
liefert als die Strahlung von Eisen- oder Kupferantikathoden, ein 
Umstand, der die Sicherheit der Auswertung der Bilder stark erhöht, 
so daß es in vielen Fällen entbehrlich wird, durch Drehung des 
Präparates die Reflexion einer diatropen Netzebene aufzusuchen. 


Die Einstellung der Kristallite in die Richtung [011] ist eine 
außerordentlich genaue. Die Streuung um diese Richtung herum ist 
praktisch gleich Null. Die Verbreiterung der Intensitätsmaxima rührt 
von der Divergenz des Primärstrahlenbündels her; die Form der 
Maxima ist charakteristisch verschieden — direkte Abbildung des 
strichförmigen Brennfleckes — von der bei einer Streuung auftretenden 
Verbreiterung in Richtung des Bogenelementes (siehe Fig.5). 


Das in Fig. 3 bzw. Fig. 4 dargestellte Bild entspricht einer 
Reflexion der Röntgenstrahlen an der Oberseite der Kupferfolie, wobei 
unter „Oberseite“ die der Lösung bei der Elektrolyse zugekehrte 
‚Fläche verstanden sei. Läßt man die Röntgenstrahlung auf die „Rück- 
seite“ (d. h. der der Kathode anliegenden Fläche) des Blättchens unter 
einem Winkel von 10° streifend auftreffen, so erhält man das in Fig.5 
dargestellte Bild. Sämtliche Beugungsringe sind auf ihrem ganzen 
Verlauf sichtbar, und die einzelnen Schwärzungsmaxima sind stark 
verbreitert (Bogenlänge 25°). Die Richtung der Faserachse ist wieder 
die Normale auf einer Rhombendodekaederebene. 


Damit ist zum erstenmal eine von den Metallographen!)?) 
schon lange gehegte Vermutung, daß die Kristallite bei 
elektrolytisch abgeschiedenen Metallen gerichtet sind, direkt 
bewiesen worden. Die Kupferkristallite lagern sich auf der Kathode 
so an, daß sich lauter Rhombendodekaederflächen parallel zur Kathode 
ausbilden, oder anders gesagt: Die Kristallite wachsen so aus der 
Kathode heraus, daß sich die zu {011} senkrechten Richtungen in 
Richtung der Stromlinien einstellen. Sämtliche möglichen Orientierungen 
der Kupferkristalle erhält man dadurch, daß man die Richtung 00’ 


1) Tammann, Lehrbuch der Metallographie, 1921, 8. 130. 
2) Faust, ZS. f£. anorg. Chem. 78, 208, 1922. 
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in Fig. 3 senkrecht zur Kathodenebene stellt und den Kristall 1) um 00’ 
einmal um 360° dreht. 

Wie der Vergleich der Figg. 4 und 5 auf das anschaulichste 
zeigt, ist der Richtungseffekt bei den zu Beginn der Elektrolyse ab- 
geschiedenen Schichten lange nicht so groß wie bei den später darauf 
folgenden Schichten. Nach den mikroskopischen Beobachtungen von 
Faust) bildet sich zu Beginn der Elektrolyse eine große Zahl von 
kleinen Kupferkristallen; die meisten dieser Kristallite hören jedoch 
bald auf zu wachsen und nach und nach wächst nur noch eine verhältnis- 
mäßig geringe Zahl von Kristalliten. 
Durch Hinzunahme des Röntgenbefundes 
ergibt sich dann etwa folgende Vor- 
stellung vom Vorgang der elektrolytischen 
Kupferabscheidung: 

Zu Beginn der Elektrolyse scheiden 
sich zahlreiche kleine und kristallo- 
graphisch völlig regellos orientierte Kri- 
stalle aus; auf diesem Untergrund wachsen 
sodann größere Kristalle heraus, welche 
derart gerichtet sind, daß eine Rhomben- Fig. 15. 
dodekaedernormale in die Richtung der 
Stromlinien sich einstellt. Dieser Richtungseffekt ist bei einer 0,2 mm 
dicken Schicht auf der der Lösung zugekehrten Oberseite so stark 
ausgeprägt, daß Kristallite anderer Orientierung praktisch überhaupt 
nicht vorkommen. 

Es erhebt sich nun die Frage, warum gerade eine [011 ]-Richtung 3) 
bei der elektrolytischen Kristallisation des Kupfers eine solch bevorzugte 
Rolle spielt. Die dichtest besetzte Gerade im Raumgitter des Kupfers, 
das zum flächenzentriert kubischen Typus gehört, wäre die 
Richtung [111]. Die späteren Versuche an anderen Metallen ergeben 
ebenfalls, daß durchaus nicht die dichtest besetzte Gittergerade die 
Faserachse bei der elektrolytischen Kristallisation zu sein braucht. 
Dagegen hat es sich gezeigt, daß die Natur der Lösung auf die Aus- 
bildung der Faserstruktur einen starken Einfluß ausübt. 

Scheidet man Kupfer aus einer cyankalihaltigen Kupferacetat- 
lösung) ab mit 0,007 Amp./qem Stromdichte, so ergibt die Röntgen- 


1) Die äußeren Begrenzungsebenen des in Fig.8 als Oktaeder gezeichneten 
Kristalls sind unwesentlich für diese Überlegungen. 

2) Faust, ZS. f. anorg. Chem. 78, 208, 1922. 

3) Bzw. eine ihr gleichwertige Richtung [110], [101], [110] usf. 

4) Foerster, Elektrochemie wässeriger Lösungen, 4. Aufl., 8.495: 2 Proz. 
Kupferacetat, 2 Proz. Kaliumeyanid, 2,5 Proz. Natriumsulfit, 1,7 Proz. Boda. 
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 untersuchung eine völlig regellose Orientierung der Kristallite ohne 
Anzeichen einer Häufung in bestimmten Richtungen. Das Korn dieses 
Niederschlages ist ein außerordentlich feines. 

Unter Vorwegnahme der Ergebnisse der später zu beschreibenden 
Versuche mit Elektrolyteisen äußert sich der Einfluß einer Verände- 
rung der Lösung entweder darin, daß überhaupt keine Faserstruktur 
auftritt oder daß die Richtung der Faserachse eine andere wird. 
Diese letztere Beobachtung spricht gegen die Anschauung vonTammann, 
daß die Kristallite sich so zur Kathode anordnen, daß die Richtung 
ihres besten Leitvermögens in die der Stromlinien fällt. 

Dagegen wird durch die kristallographischen Beobachtungen über 
die Änderung der äußeren Formen eines Kristalles, der „Kristalltracht“ 
je nach der Lösung, aus der die Kristallisation erfolgt, die An- 
schauung wahrscheinlich gemacht, daß die Richtung senkrecht zur 
Kathode, in der der Antransport der Masseteilchen erfolgt und in 
der das Wachstum am ungehemmtesten vorwärts schreiten kann, die 
Richtung der größten Wachstumsgeschwindigkeit der be- 
treffenden Kristallart ist. 

Daß die Kristallisationsgeschwindigkeit G in den verschiedenen 
Richtungen sehr verschiedene Werte besitzen kann, zeigen zum Beispiel 
Versuche von Weyberg!) an Alaun 


Gm] : Gr{100] : G10) = 1:4:8.- 


In Übereinstimmung mit dem kristallographischen Lehrsatz, daß sich 
an einem Kristall am größten diejenigen Flächen entwickeln, deren 
Wachstumsgeschwindigkeit am kleinsten ist, wird beobachtet, daß 
diese Alaunkristalle fast nur von Oktaederflächen begrenzt sind. 
Wenn also bei der Röntgenuntersuchung des Elektrolytkupfers 
festgestellt wurde, daß eine Rhombendodekaedernormale in allen Kri- 
stallen senkrecht zur Ebene des Kathodenbleches steht, so ist dieser 
Befund dahin zu deuten, daß Kupfer bei der Kristallisation 
aus Kupfersulfatlösung in den zu den Rhombendodekaeder- 
ebenen senkrechten Richtungen ein Maximum der Kristalli- 
sationsgeschwindigkeit hat. Weiter ist aus dem oben Gesagten 
zu folgern, daß bei der elektrolytischen Abscheidung des Kupfers 
aus Kupfersulfatiösung Rhombendodekaederebenen als äußere Be- 
grenzungsformen nur selten vorkommen dürfen. Dies ist tatsächlich 
der Fall. In seiner Zusammenstellung der beobachteten Formen der 
Kupferkristalle bei galvanischer Abscheidung erwähnt Groth 2) 


1) Groth, Physikal. Kristallographie, 1905, S. 258. 
2) Chemische Kristallographie 1, 3. 
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{111}, {100}, {113}. Von den vier niedrigst indizierten Ebenen des 
Kupfergitters treten alle als äußere Begrenzungsformen auf außer 
{110}. Man muß daraus schließen, daß die Wachstumsgeschwindig- 
keit in Richtung [110] bei Kupferkristallen wesentlich größer ist als 
in Richtung [111] und [100]. 

Die Röntgenuntersuchung elektrolytischer Nieder- 
schläge bietet also ein Mittel dar, um die kristallographische 
Richtung des Maximums der Wachstumsgeschwindigkeit 
experimentell zu bestimmen. Die zu dieser Vorzugsrichtung 
senkrechte Netzebenengruppe wird sich nur sehr selten oder über- 
haupt niemals als äußere Begrenzungsform der betreffenden Kristall- 
art vorfinden. 


Nickel. In einem technischen Vernicklungsbad (Nickelammonium- 
sulfat) wurde mit 0,005 Amp./qem Stromdichte auf einem Messing- 
blech ein 0,07 mm dicker Nickelüberzug hergestellt. Das bei streifen- 
dem Auftreffen des Röntgenstrahlenbündels auf die Oberseite des 
Blättchens (Gleitwinkel 5°) erhaltene Bild, zeigt Fig.7. Es ist eine 
nicht besonders stark ausgeprägte Faserstruktur vorhanden, welche 
laut Tabelle 3 als Faserachse die Richtung einer Würfelkante besitzt. 
Parallel zur Oberfläche der Kathode liegen also vorwiegend Würfel- 
ebenen. Die Einstellung der Kristallite in diese Vorzugsrichtung ist 
wenig genau; die Streuung um diese Richtung herum beträgt + 17°. 


Tabelle 3. Nickelfolie. 


| Winkel ô 
Reihenfolge der Ringe Netzebenen- berechnet aus Glei- 
2 gruppe | gemessen . | chung (1 a) für den Fall 

| F.-A. = [001] 

1. Ring ..... {111} | etwa 50° 540 44! 

Dr et 1002} | 00 9001) 

Sik SE S28 | 1022} | 37 bis 420 45 u. 9001) 

etwa 20° (schwach 250 15’ 
4 » ee © o 8 | {113} f (s ) 720 27/1) 
| 


Nachdem das Nickelblättchen vorsichtig von seiner Unterlage 
abgelöst worden war, wurde eine Aufnahme mit senkrechter Durch- 
strahlung des Blättchens gemacht: Das Auftreten von Debyeschen 
Ringen ohne jede Andeutung von Schwärzungsmaxima beweist, daß 
die Richtung der Faserachse senkrecht zur Folienebene steht. 


1) Diese Maxima können wegen der Anordnung des Blättchens aus Ab- 
sorptionsgründen auf der Platte nicht auftreten. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 10 


@ 
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Silber: Beim Silber tritt der Richtungseffekt der Kristallit- 
lagerung lange nicht so stark auf wie beim Kupfer: Bei Abscheidung 
aus einer silbercyanidhaltigen Cyankalilösung mit 0,007 Amp./qem auf 
Platinkathode ergab sich eine völlig regellose Orientierung der 
Kristallite. Bei Abscheidung aus einer !/,, normalen Silbernitratlösung 
duf einem Platinblech wurde bei 0,010 Amp./qem Stromdichte das in 
Fig. 8 dargestellte Bild erhalten. Da der Niederschlag sehr grob- 
kristallin ist, so daß die Beugungsringe in zahlreiche Flecken auf- 
gelöst sind, kann die Lage der Maxima nur ungenau bestimmt werden. 
So viel ist jedenfalls sicher, daß eine einfache Faserstruktur nicht 
vorliegt. Die Maxima auf der Symmetrielinie weisen darauf hin, daß 
ein Teil der Kristallite sich mit der Richtung [111], ein anderer 
Teil mit der Richtung [001]: senkrecht zur Kathodenebene einstellt. 
Wie Tabelle 4 zeigt, sind die übrigen Maxima mit dieser Super- 
position zweier Faserstrukturen vereinbar. 


Tabelle 4. Oberseite des Silberblattchens unter 7° angestrahlt. 


Winkel 6 
berechnet aus Gleichung (1a) 


Netzebenen- 
gruppe 


| 45 bis 65° 
09 00 00 
45 bis 60° 540 44’ 9001 
1002} | 00 00 0 i 
{022} j kein deutliches 350 16’ 450 
\ Maximum 9001) 9001) 


Erhöht man die Stromdichte auf 0,022 Amp./qcm, so ist die Faser- 
struktur vollkommen verschwunden. Es ist zu vermuten, daß eine 
Faserstruktur sich überhaupt nur ausbildet, solange das Verhältnis 
Kernzahl?2) zu Kristallisationsgeschwindigkeit innerhalb gewisser 
Grenzen liegt. Dieses günstige Intervall wird vermutlich um so 
kleiner sein, je weniger eine bestimmte Richtung an Geschwindig- 
keit der Kristallisation alle anderen Richtungen übertrifft. 

Das Ergebnis der Röntgenuntersuchung, daß beim Elektrolyt- 
silber keine Richtung eine besonders große Wachstumsgeschwindigkeit 
aufweist, ist mit der kristallographischen Beobachtung über die Kristall- 
tracht des galvanisch abgeschiedenen Silbers in gutem Einklang: 


1) Diese Punkte liegen im Schatten des Blättchens und können auf der 
Platte nicht sichtbar sein. Die Schattengrenze (Aussendung der Silbereigen- 
strahlung der bestrahlten Oberseite) ist in Fig. 8 zu erkennen. 

' 2) Def. siehe Tammann, Lehrb. d. Metallographie, 1921, 8. 10. 
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Nach Groth!) finden sich die Formen {111}, {110}, {100}, {211}, . 
{331}, {751} in gleicher Haufigkeit, woraus zu schlieBen ist, daB die 
Wachstumsgeschwindigkeiten in den dazu senkrechten Richtungen 
nahezu gleich sind. 

Platin. Eine auf einer Platinfolie abgeschiedene Schicht von 
schwarzem Platinmohr?) wurde auf Grund der Réntgenuntersuchung- 
als mikrokristallin erkannt mit völlig regelloser Orientierung der ein- 
zelnen Kriställchen. 

Chrom. Ein auf einem Kupferblech nach dem Verfahren von 
Grube’) abgeschiedener Chrombelag von 0,l mm Dicke lieferte das 
in Fig. 9 dargestellte Bild. Der Richtungseffekt ist hier sehr deutlich 
ausgeprägt. Die Beugungsringe sind zwischen den Häufungsstellen 
nur noch angedeutet sichtbar, d.h. es sind praktisch alle Kristallite 
gerichtet orientiert. Wie aus Tabelle 5 hervorgeht, ist [111] die 
Richtung der Faserachse. 

Tabelle 5. Chrom. 


| Winkel 6 berechnet 
Netzebenen- ; aus Gleichung (1 a) 
gruppe Winkel 8 gemessen | ei. den Fall FA. 
= [111] 
{011} 350 | 350 16’ 
90° 3) 
0 
{002} 53 | 540. 44! 
: 19° 29’ 
0 
1112} | 15 eo breit) | 619 52 
Ä | 90 3) 
350 16’ 
{022} | 30° 5) | 9003) 
| 43° 01’ 
05 


Die Streuung der Richtung [111] um die Normale zur Kathoden- 
ebene herum ist ziemlich groß; sie beträgt + 15°. 

Auf der Symmetrielinie fehlt dieses Mal die Reflexion der dia 
tropen Netzebene, da in dem raumzentrierten kubischen Gitter des 
Chroms die Oktaederebenen erst in zweiter Ordnung zur Reflexion 
kommen können. | 

Ein sehr schwaches Maximum 0 — 0 auf dem {002} Ring zeigt 
an, daß ein kleiner Teil der Kristallite sich mit einer Würfelkante 
senkrecht zur Kathode eingestellt hat. 


1) Groth, Chem. Kristallographie 1, 4. 

2) 3 proz. Platinchloridlösung mit 0,02g Bleiacetatzusatz auf 100g Lösung. 

3) Noch nicht veröffentlicht. 

t) Punkte, die auf der Platte nicht sichtbar sein können (Begründung 
siehe früher). 

5) Maxima sehr breit und nur ungenau meßbar. 


10* 
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Kristallographische Angaben über die äußeren Begrenzungsformen 
der Kristalle bei elektrolytischer Chromdarstellung liegen leider zurzeit, 
noch keine vor. 

Eisen. Eine besonders starke Beeinflussung der Kristallitlagerung 
durch Änderung des Elektrolyten und der Stromdichte zeigt das 
Elektrolyteisen!). Die Herstellung der Präparate und das Ergebnis 
der Röntgenuntersuchung ist in Tabelle 6 zusammengestellt. 


Tabelle 6. 
Prä- Strom- | Ab- | Rich- 
parat ö dichte fi i tungs- | Faserachse 
Amp. effekt 
Nr. pro qcm 
1 | 10 Proz. Ferroammoniumsulfat. . . || 0,001 | Cu | stark | =- puj 
2 10 , s e. a || 0,015 Cu | regellose Orientierung 
3 150 „ Ferrochlorid ....... 0,001 | Cu | stark | [111] 
4 50. „ a heiß (100°). . || 0,1 Cu | regellose Orientierung 
5 50 „ Pa „ angesäuert | 0,1 Cu n n 
6 | 50 „ H > z 0,1 Fe | schwach | (100]u [110] 
50, | (100°) . . || 0,2 
7 | ” mit Chlorcalciumzusats 2) ol Cu | mittel [112] 
8 || 50., i Se i 0,1 Fe i [112] 


Der Einfluß des Kathodenmaterials ist bei 7 und 8 gering, bei 
5 und 6 dagegen wesentlich. Das auf Eisen abgeschiedene Präparat 
ist feinkörniger und zeigt Faserstruktur. Einen noch größeren Einfluß 
des Kathodenmaterials ergab ein Versuch mit Kupfer. Bei Ab- 
scheidung auf Platin war der Niederschlag grobkristalliner, und die 
Streuung bei der Faserstruktur (+ 15°) war viel größer als bei der 
entsprechenden Abscheidung auf Kupfer (vgl. Fig.4 mit Fig. 6). 
Es scheint eine allgemeine Regel zu sein, daß die Ausbildung der 
Faserstruktur erleichtert wird, wenn Unterlage und Niederschlag aus 
gleichem Material bestehen. 

Bei gleicher Stromdichte gibt eine 10proz. Ferroammonium- 
sulfatlösung genau dasselbe Bild (Fig. 10) wie eine 50 proz. Ferro- 
chloridlösung, wenn bei der Abscheidung durch Verwendung sehr 
kleiner Stromdichten (0,001 Amp./qcem) eine merkliehe Wasserstoff- 
entwicklung an der Kathode vermieden wird. Die auf der photo- 
graphischen Platte sichtbaren Punkte sind in Tabelle 7 zusammen- 
gestellt und beweisen, daß sich die Richtung [111] als Faserachse 
betätigt; parallel zur Kathodenoberfläche liegen lauter Oktaederebenen. 


1) Den chemischen Werken Griesheim Elektron danken wir auch an dieser 
Stelle für die Überlassung einer großen Kathodenplatte. 
2) Verfahren der Langbein-Pfannhauserwerke. 
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Die Einstellung der Kristallite in diese Richtung ist eine sehr genaue. 
Die Ausdehnung der Reflexpunkte ist nicht wesentlich größer als bei 
einer Reflexion des gleichen Strahlenbiindels an einem idealen Kristall. 
Die Streuung ist also praktisch gleich Null. Steigert man die Strom- 
dichte auf 0,015 Amp./qcm, so macht sich während der Elektrolyse 
eine starke Entwicklung von Wasserstoffblasen bemerkbar, als deren 
Folge Unebenheiten auf der Oberfläche des Eisenniederschlages auf- 
treten. Die Aufnahme zeigt, daß durch die Wasserstoffentwicklung 
die Ausbildung einer Faserstruktur völlig unterdrückt wird. Offenbar 
wird jeder Kristallisationskern sofort von einer Wasserstoffschicht 
umgeben und dadurch am Weiterwachsen verhindert. 

Besonders deutlich nachzuweisen ist der Einfluß von „Lösungs- 
genossen“ auf eine in heißem Zustande (100°C) bei hoher Strom- 
dichte (0,1 Amp./qcem) elektrolysierte 50 proz. Lösung von Ferro- 
chlorid, Verhältnisse, wie die bei der technischen Gewinnung des 
Elektrolyteisens vorliegen: Ohne Zusätze regellose Orientierung der 
Kristallite, bei schwachem Ansäuern Zeichen einer Faserstruktur mit 
Faserachse [011] und Faserachse [001] und bei Zusatz von größeren 
Mengen Chlorcalcium sehr ausgeprägte Faserstruktur nach [112]. (Fig. 11 
und Tabelle 7). Das Chlorcalcium, das in der Technik nur zu dem 
Zweck zugesetzt wird, um durch Erniedrigung des Dampfdrucks 
das rasche Verduusten der Bäder zu verhiiten, spielt also eine wesent- 
liche Rolle bei dem Kristallisationsvorgang. Die Einstellung der 
Kristallite in die Vorzugsrichtung ist keine so genaue (Streuung + 12°) 
wie bei der Abscheidung mit geringer Stromdichte (Fig. 10). 


Tabelle 7. Elektrolyteisen. 


! 
Präparat Nr. 2. | Präparat Nr. 5. 
Netzebenen- | Winkel Ö | Winkel Ö 
gruppe berechnet f. d. | berechnet fiir den 


j gemessen panr.-A.=[fıı]; Semessen | Fall F.-A. = [112] 


i arg f| 350 16’ 300 309 73? 13/1) 
{011} 35 \ 9091) ap 54 44'}) 9001) 
1002} 540 30’ 540 44! | = a a 
190 29’ . 339 34’ 6091) 
0 0 
{112} a | 610 53' a i 480 12/ 709 39/1 
9001) 00 80° 25/1 
350 16’ 290 300 739 13/2) 
0 
1022} > | 9001 — 540 44’ 900 
43° 01’ — = 
0 
{013} 430 30° || go 33! 1) z a 


1) Im Absorptionsschatten des Blättchens liegend und daher auf der Platte 
nicht sichtbar. 
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Aus dem Vergleich dieser beiden Proben ist zu schließen, daß 
die Größe der Kristallisationsgeschwindigkeit in den verschiedenen 
Richtungen bei der Elektrolyse eine Funktion der elektrolysierten 
Lösung ist. Bei dem gewöhnlichen Auskristallisieren aus Lösungen 
ist bekannt, daß dieselbe Kristallart je nach der Lösung in ver- 
schiedenen Formen sich ausscheidet; z. B. tritt Alaun aus alkalischen 
Lösungen in Würfeln, aus neutralen in Oktaedern auf, woraus von 
kristallographischer Seite!) auf eine Abhängigkeit der Wachstums- 
geschwindigkeit von der Art der Mutterlauge geschlossen wurde. 
Die Analogie mit unseren Beobachtungen über Verschiedenheit der 
Vorzugsrichtung der Faserstruktur bei verschiedenen Lösungen liefert 
eine neue Stütze für die von uns ausgesprochene Anschauung, daß 
die röntgenmäßig ermittelte Faserachse mit der Richtung maximaler 
Wachstumsgeschwindigkeit identisch ist. 


Kristallisationsvorgange bei großen Temperaturgefällen. 


Gießt man flüssiges Kupfer in eine zylindrische Form, deren 
Seitenwände durch Beheizung auf hoher Temperatur gehalten werden, 
während die Bodenfläche gleichzeitig stark abgekühlt wird, so bilden 
sich sehr große Kristallite aus, die auf Atzbildern in Richtung des 
Temperaturgefälles sehr viel länger sind als in den Querrichtungen. 
Durch das Temperaturgefälle wird offenbar das Wachstum in der 
axialen Richtung stark befördert, und es schien möglich, daß eine 
bestimmte kristallographische Richtung bei allen Kristalliten in axialer 
Richtung sich eingestellt hat. Die Röntgenuntersuchung hat diese 
Frage verneint: die Kristallite sind regellos orientiert. Der Vergleich 
der Fig. 12 (Durchleuchtung in axialer Richtung) mit Fig. 13 (Durch- 
leuchtung in der Querrichtung) ist insofern bemerkenswert, als das 
erstere Bild ein sehr grobkristallines Material, das zweite ein fein- 
kristallines darstellt, obgleich ein und dasselbe Probestück mit gleicher 
Strahlung untersucht wurde. Die Erklärung liegt darin, daß in der 
ersteren Richtung nur relativ wenige Kristalle mit weit ausgedehnten 
Kristalllächen von den Röntgenstrahlen durchsetzt werden, während 
in den Querrichtungen weit mehr Kristallindividuen gleichzeitig ge- 
troffen werden. | 

Die Beobachtung, daß bei ein und derselben homogenen Strahlung 
auf der Platte der Zwischenraum zwischen den Beugungsringen frei 
bleibt bei feinkristallinen Körpern bzw. zahlreiche Punkte und 
Streifen zeigt bei grobkristallinen Körpern, ist besonders deutlich 


1) Groth, Physikal. Kristallographie, 1905, 8. 261. 
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an der Fig. 12 zu machen. Offenbar können bei grobkristallinen 
Körpern so viele Netzebenen in einer Richtung zusammen wirken, daß 
in günstigen Fällen die Reflexion des an und für sich intensitäts- 
schwachen kontinuierlichen Spektrums an Intensität die Reflexion der 
Spektrallinie erreicht. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird durch Beobachtung der Röntgenstrahleninterferenzen 
das Auftreten einer Faserstruktur bei der elektrolytischen Metall- 
abscheidung nachgewiesen. 

2. Faserachse ist bei Kupfer [011], bei Eisen [111] bzw. [112], 
bei Nickel [001], bei Chrom [112]. Die Faserachse ist immer identisch 
mit der Richtung der Stromlinien bei der Elektrolyse. 

8. Die kristallographische Richtung der Faserachse ist abhängig 
von der Zusammensetzung der Lösung. Durch Heranziehung von 
kristallographischen Beobachtungen ergibt sich die Anschauung, daß 
die Faserachse immer die Richtung der größten Wachstumsgeschwin- 
digkeit der betreffenden Kristallart in der betreffenden Lösung angibt. 

4. Die Unterlage, auf der der Niederschlag abgeschieden wird, 
ist von Einfluß auf die Ausbildung der Faserstruktur. Am günstigsten 
ist die Verwendung einer Unterlage aus gleichem Material wie der 
abzuscheidende Niederschlag. 

Es ist uns eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Dr. Grube und 
Herrn Dr. Motz für die liebenswürdige Überlassung und Herstellung 
zahlreicher elektrolytischer Niederschläge auch an dieser Stelle bestens 
zu danken. 


Röntgenlaboratorium an der Technischen Hochschule Stuttgart. 
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Die Wirkung eines transversalen Magnetfeldes 
an der Kathode der Glimmentladung. 


Von A. Giinther-Schalze in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
Mit sechs Abbildungen. (Eingegangen am 5. April 1924.) 


Es wird unter Fernhalten von Wand- und Temperaturstörungen die 

normale Stromdichte und die Dicke des Fallraumes der Glimm- 

entladung an einer Quecksilberkathode in den Gasen Ho, Na, Ar, 

Hg, HO in allge. von der Stärke eines transversalen 
Magnetfeldes gemessen. 


Die SUN an der Kathode der Glimmentladung lassert 
sich mit Hilfe der drei Parameter V, (normaler Kathodenfall), 
jn (normale Stromdichte) und d, (normale Dicke des Fallraumes) be- 
schreiben, die durch die Raumladungsgleichung miteinander verknüpft 
sind. Übersichtliche Werte ergeben sich jedoch für diese drei Größen 
nur, wenn sie an ebenen, auf konstanter Temperatur erhaltenen Ka- 
thoden ermittelt werden, wobei die Gefäßwände so weit entfernt 
sind, daß sie nicht mehr stören. 

Über den Einfluß des Magnetfeldes auf die Glimmentladung 
liegen eine ganze Reihe von Untersuchungen vor,. die 1917 von 
Ives!) zusammengestellt und um eine 
weitere vermehrt worden sind. Bei diesen 
Untersuchungen sind jedoch die erwähnten 
Forderungen nicht erfüllt gewesen. Die 
Forscher arbeiteten mit zylindrischen, in 
der Achse eines Geissler- Rohres befind- 
lichen Kathoden. Wird ein solches Rohr 
von einem homogenen Magnetfluß senk- 
recht zu seiner Achse durchströmt, so bildet der von den Zylinder- 
flächen der Kathode ausgehende Gleichstrom mit den Magnetlinien 
gemäß Fig. 1 jeden beliebigen Winkel zwischen 0 und 90°. Ein- 
deutige Messungen sind also nicht möglich. Außerdem erhitzt sich 
die Kathode bei derartigen Anordnungen in unkontrollierbarer Weise. 

Durch Vorversuche mit ebenen Kathoden fand ich, daß d in 
starken Magnetfeldern auf sehr geringe Beträge abnimmt. Infolge- 
dessen schien es zur Erleichterung der Messung von d mit einem 


Kathetometer dringend erwünscht, daß die Kathode nicht nur voll- - 


1) J. E. Ives, Phys. Rev. 9, 349, 1917. 
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kommen eben war, sondern sich auch automatisch vollkommen hori- 
zontal einstellte. Daraus ergab sich die Verwendung eines Queck- 
silberspiegels als Kathodenoberfläche, und zwar wurde eine Menge 
von 2kg Hg verwandt, um die Temperatursteigerung der Kathode 
während der Versuche gering zu halten. 

Weiterhin war es wichtig, Störungen durch die Gefäßwände aus- 
zuschalten, da die Glimmentladung durch ein Magnetfeld besonders 
heftig zur Seite, also in einem engen Rohr an die Gefäßwand, ge- 


Fig. 2b. Fig. 2c. 


drängt wird, während andererseits zwischen den Magnetpolen nur ein 
beschränkter Raum zur Verfügung steht, wenn das Magnetfeld einiger- 
maßen stark sein soll. 

Diese Schwierigkeit wurde dadurch überwunden, daß ein Glas- 
rohr von 4cm Durchmesser und 28cm Länge, das an einem Ende 
zugeschmolzen, am anderen mit einem gut gedichteten Gummistopfen 
verschließbar war, nicht stehend, sondern liegend, gemäß Fig. 2a, 
zwischen die Pole eines Elektromagnets gebracht wurde. 

Die Anode war ein kurzes, am Ende senkrecht nach unten ge- 
bogenes Stück Eisendraht von 1mm Durchmesser. Diese Anordnung 
hatte den großen Vorteil, daß das unter der Anode auf dem Ka- 
thodenquecksilber bei a entstehende Glimmlicht durch das Magnetfeld 
in der Richtung a—b verlängert wurde und sich in dieser Richtung 
gewissermaßen totlief, ohne irgendwie mit der Gefäßwand in Be- 
rihrung zu kommen. Das in Fig. 2c zwischen a und b gezeichnete 
schraffierte Band stellt die Form des Glimmlichtes auf der Kathode 
bei geringem Gasdruck und starkem Magnetfeld dar. Mit dem 
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Kathetometer wurde schräg von vorn in das Gefäß hineinvisiert, und 
es zeigte sich, daß sich d sehr gut messen ließ. 

Die Messungen über den Einfluß des Magnetfeldes ergaben im 
einzelnen folgendes: _ 

1. Der normale Kathodenfall Vn: Genaue Messungen von Vn 
wurden nicht ausgefiihrt, da die orientierenden Versuche keine Ver- 
anlassung gaben, an der Feststellung von Stark zu zweifeln, daß V, 
durch ein Magnetfeld nicht geändert wird. 

2. Die normale Stromdichte ja: Exakte Messungen von j, 
erwiesen sich trotz aller Bemühungen als nicht ausführbar. Fig. 2c 
ergibt ohne weiteres, daß die Stromdichte des schmalen Glimmlicht- 
_ streifens in der Nähe von a größer sein muß als in der Nähe von b, 
weil die Entladung von der Anode auf dem Wege durch das Gas 
bis zur Kathode bei b mehr Spannung verbraucht als bei a, so daß 
für den Kathodenfall selbst bei a mehr Spannung verfügbar ist als 
bei b. Verlängert man, um dieses zu verhüten, die Anode bis b, so 
wird das Glimmlicht jenseits b gegen die Gefäßwand gedrängt und 
breitet sich dort aus, so daß ebenfalls keine genaue Messung der 
vom Glimmlicht bedeckten Oberfläche möglich ist. Man kann unter 
diesen Umständen also nicht mehr von einer normalen Stromdichte 
sprechen (die gleiche Schwierigkeit gilt übrigens auch hinsichtlich 
des normalen Kathodenfalles). 

Es konnte also nur so vorgegangen werden, daß unter möglichst 
umfangreicher Variation der Versuchsbedingungen Breite und Länge 
des Kathodenglimmlichtstreifens der Fig. 2c geschätzt, aus der 
gleichzeitig abgelesenen Stromstärke die | mittlere Stromdichte be- 
rechnet und mit dem zugehörigen d verglichen wurde Nach der 
Theorie der Glimmentladung ohne Magnetfeld soll an ebenen Ka- 


thoden jn =£ sein, wobei C durch die benutzte Gasart gegeben ist. 


Soweit die Genauigkeit der Versuche ging, schien dieses durch 
die Raumladungsgleichung geforderte Gesetz auch bei der starken 
Verringerung von d durch das Magnetfeld erfüllt zu sein. Beispiels- 
_ weise war in Stickstoff bei starkem Magnetfeld d = 0,59 mm, 


21 mA 
ee = ‚ während sich aus den ohne Magnetfeld gemessenen 
© Werten für d, = 0,59 mm, j, = on berechnete. 
gem 


3. da. Der Schwerpunkt der Versuche wurde auf die Messung 
von d, gelegt, da sich diese genau durchführen ließ und sich un- 
erwartete Erscheinungen zeigten. Die innere Glimmlichtkante, die 
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ohne Magnetfeld durchaus nicht besonders scharf ist, so daß die 
Einstellung auf sie gelegentlich recht unsicher ist, wird um so 
schärfer, je stärker das Magnetfeld ist, so daß auf sie bei starken 
Feldern sehr genau eingestellt werden kann. Ferner erschien der 
Fallraum um so dunkler, je stärker das Magnetfeld war. Das kann 
jedoch auch auf Kontrastwirkung beruhen, da die Helligkeit des 
Glimmlichtes mit steigendem Feld der zunehmenden Stromdichte 
entsprechend sehr stark zunahm. 

Stets wurde mit normalem Kathodenfall gearbeitet. Die Gas- 
drucke wurden von 20 bis 0,5 mm, die Magnetfelder von 0 bis 
1200 Gauß variiert. Die direkte Beobachtung der Erscheinungen mit 
dem Auge ergab folgendes: Bei hohen Drucken (etwa über 10mm, 
mit der Gasart variabel) wurde das Glimmlicht, das ohne Magnetfeld 
auf dem Kathodenquecksilber unter der Anode eine kreisförmige 
Fläche bedeckte, selbst durch ein Feld von 1200 Gauß nicht be- 
einflußt. Wurde der Gasdruck verringert, so verlängerte sich die 
Kreisfläche in Richtung b zuerst in eine Ellipse und ging bei weiterer 
Druckabnahme in eine birnenförmige Fläche über, deren Spitze 
nach b zeigte. Bei Drucken unter lmm endlich zeigte sich in 
. starken Feldern bei Strömen unter etwa 10mA das in Fig. 2c ein- 
gezeichnete Glimmlicht, das. einen langen geraden, seitlich erstaunlich 
scharf abgegrenzten, unter der Anode beginnenden Strich bildete. 
Dieser sehr helle Glimmstrich lief jedoch nur dann geradlinig in der 
Mitte des Gefäßes auf der Kathode entlang, wenn das Gefäß nicht 
nur symmetrisch zwischen den Magnetpolen angeordnet war, sondern 
die Magnetlinien auch genau parallel der Hg-Oberfläche verliefen. 
Wurde die Hg-Oberflache durch Anstoßen des Gefäßes in gering- 
fügige seitliche Schwankungen versetzt, so pendelte der Glimmstrich 
im Takte der Schwingungen der Oberfläche zwischen den in Fig. 2c 
gestrichelt angedeuteten beiden Lagen hin und her. 

Wurde die Stromstärke vergrößert, so teilte sich der Glimm- 
strich in zwei symmetrisch zur Mittellinie nebeneinander liegende 
Striche von gleichfalls sehr scharfer Begrenzung. Durch weitere 
Vermehrung des Stromes ließen sich bis zu vier Striche gemäß 
Fig. 3 herstellen. Darüber hinaus wurde das Glimmlicht in der 
Regel diffus. Diese Erscheinung zeigte sich in ganz gleicher Weise 
bei allen untersuchten Gasen. | 

In der sauberen Herausarbeitung dieses Glimmstriches liegt der 
große Wert der kurzen drahtförmigen Anode. Bei seitlich breiteren, 
flächenhaften Anoden vermögen die Striche nicht zu entstehen. Diese 
‚scharfen Glimmstricheim Magnetfeld sind meines Erachtens ein einwand- 
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freier und sinnfälliger Beweis dafür, daß die von der Kathode ausgehenden 
Primärelektronen, die unter dem Einfluß des Magnetfeldes zykloiden- 
ähnliche Bahnen beschreiben, ihre zu den magnetischen Kraftlinien 
senkrechte Bewegungsrichtung bis zum Ende ihres Laufes ungestört 
beibehalten. Daraus folgt ebenso zwingend, daß diese Elektronen, 
die eine Voltgeschwindigkeit von der Größenordnung 300 Volt be- 
sitzen, bei den zahlreichen Zusammenstößen mit den Gasmolekülen, 
die sie erleiden, bis sie ihre Kathodenfallenergie wieder eingebüßt 


haben, zwar Energieverluste aber in ihrer ganz überwiegenden Mehr- 
zahl keine Ablenkungen erleiden; denn wenn ein Elektron durch eine 
Ablenkung bei einem Zusammenstoß mit einem Molekül eine Ge- 
schwindigkeitskomponente in Richtung der Magnetlinien bekäme, so 
würde diese durch das Magnetfeld nicht beeinflußt werden, das 
Elektron würde ihr ungestört folgen und das Glimmlicht müßte sich 
schon von der Anode an nach beiden Seiten diffus ausbreiten und 
um so breiter werden, je mehr es sich von der Anode entfernt, also 
die Form eines diffusen Dreiecks mit der Spitze bei a und der 
Basis bei b haben. | 

Ich habe mich leider vergeblich bemüht, in der Elektronen- 
literatur eine klare Antwort auf die Frage zu finden, ob 300 Volt- 
elektronen, die mit Gasmolekülen zusammenstoßen, dabei in der 
Regel abgelenkt werden oder in der Regel durch die Moleküle ohne 
Ablenkung hindurchgehen. Es sprechen jedoch die Versuche von 
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Edgar Meyer und H. Schulz!) über den scharfen Schatten, den 
ein in den Fallraum gebrachter Körper in Glimmlicht wirft, ebenfalls 
dafür, daß die Elektronen im wesentlichen unabgelenkt von der Ka- 
thode zum Glimmlicht fliegen, da sonst ein scharfer Schatten nicht 
möglich wäre. 

2. Beobachtungen mit dem Kathetometer: Die Beob- 
achtungen mit dem Kathetometer sind in der folgenden Tabelle 1 
und für Wasserstoff außerdem in Fig. 4 dargestellt. Zur Unter- 
suchung des Quecksilberdampfes wurde statt des mit einem Gummi- 
stopfen verschließbaren Rohres ein vollständig aus Glas geblasenes 
Rohr gleicher Form verwandt, das durch einen darunter gestellten 
Bunsenbrenner auf die den gewünschten Gasdrucken entsprechende 
Temperatur gebracht wurde. Temperatur und Dampfdruck wurden 
jedoch nicht besonders gemessen, da sie durch d eindeutig festgelegt 
sind. Sämtliche Gase ergaben Kurven gleichen Charakters wie Fig. 4. 

Bezeichnet man mit dy die Fallraumdicke ohne Magnetfeld, mit 
dm die bei eingeschaltetem Felde, so ergibt sich aus den Tabellen 
und der Fig. 4: | 

a) d, wird durch ein gegebenes Magnetfeld um so stärker ver- 
ringert, je größer es ist, je geringer also der Gasdruck ist. Die Er- 
klärung dieses Verhaltens ist nicht schwierig. 

b) dm ist bei konstantem Gasdruck nicht umgekehrt proportional 
, wie man erwarten sollte, sondern strebt mit wachsendem § ver- 
hältnismäßig rasch einem konstanten Endwert din ZU. 

c) Der Wert dmin ist von dọ unabhängig, solange dy) >dmin- 

d) Ist do<dmin, 80 wird dy vom Magnetfeld nur noch un- 
wesentlich oder nicht mehr beeinflußt. 

Das Ergebnis d) bestätigt die direkten Beobachtungen des 
Glimmlichts mit dem Auge, nach denen sich bei höheren Drucken 
die Gestalt und Größe des Glimmlichts im Magnetfeld nicht ändert. 
Die Mittel aus allen Beobachtungen in den verschiedenen Gasen 
ergeben für d, folgende Werte: 

H, = 0,86 mm, 
N, = 0,59 mm, 
Ar = 0,87 mm, 
Hs = 0,70 mm, 
H,O = 0,62 mm. 

Die Unterschiede sind gering und erklären sich zum Teil viel- 

leicht auch noch dadurch, daß die Werte von d durch Einstellen auf 


1) Edgar Meyer und H. Schulz, Ann. d. Phys. 56, 507, 1918. 
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Tabelle 1. 


Optisch gemessene Dicke d des Fallraumes in verschiedenen Gasen bei 
verschiedenen Drucken p und verschiedenen transversalen Magnetfeldern 9, 
p in mmHg, d in mm, © in Gaus. 


1. H. 
i 
p = 16,03 | 12,2 | 7,30 | 2,25 | 1,30 | 0,74 | 0,30 
9 d 
0 1,10 1,25 2,07 3,97 7,38 12,10 30,5 
120 | — — — 2,53 2,87 3,76 5,83 
240 — — — 1,74 1,80 1,77 2,28 
360 0,80 1,12 1,27 1,41 1,45 1,41 1,48 
720 0,73 0,80 0,90 0,88 . 0,94 0,91 0,93 
1200 0,72 0,70 0,87 0,86 0,85 0,86 0,85 
2. N 3. Ar 
p = 20,0 | 5,0 | 0,90 | 0,49 5,7 | 3,7 | 0,50 
9 d 
0 0,67 1,02 4,76 8,55 0,98 1,79 5,53 
120 — — 8,35 4,11 . — 3,90 
240 — — 2,32 1,75 — — 2,52 
360 0,70 0,77 1,39 1,18 0,86 1,36 1,77 
720 0,63 0,69 0,85 0,72 0,83 1,08 1,05 
1200 | 0,47 0,56 0,63 0,57 0,79 0,95 0,87 
4 Hg. 5. H0. 
p= — | — | — | — | — | — | — 19,23 | 3,00 | 1,00 
A | d d 
0 0,89 0,70 1,08 2,10 | 3,30 4,70 6,67 0,81 | 2,30 7,41 
120 0,87 — 0,73 1,95 | 2,61 2,98 4,34 — — 3,77 
240 0,87 — — — — — — — — 2,51 


360 | 1,00 | 0,96 | 0,70 | 1,38 | 1,67 | 1,44 | 1,77 | 0,61 | 1,54 1,55 
720 | 0,73 | 0,67 | 1,04 | 0,90 | 0,99 | 0,85 | 0,80 | 0,62 | 0,95 0,80 
1200 || 0,64 | 0,57 | 0,86 | 0,78 | 0,70 | 0,76 | 0,63 | 0,60 | 0,60 0,65 


eine Helligkeitskante erhalten wurden, wobei die von Gas zu Gas 
wechselnde Helligkeit und Farbe auf die Art der Einstellung sicherlich 
von Einfluß ist. 

Es gibt hiernach also eine Mindestdicke des optisch gemessenen 
Fallraumes von rund 0,70 mm, unterhalb deren die Wirksamkeit des 
Magnetfeldes aufhört. Ist dọ größer als dieser Wert, so läßt es 
sich mit einem hinreichend starken Felde bis auf diesen Wert her- 
unterdrücken, aber nicht weiter. Ist d, kleiner, so wird es von 
einem Magnetfeld nicht mehr beeinflußt. 

Diese Erscheinung war nicht vorauszusehen. Ich möchte aber 
vorläufig auch keinen Versuch machen, sie zu erklären, da mir dazu 
die Theorie des Glimmlichtes noch nicht genügend weit ausgearbeitet 
zu sein scheint. 
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Zusammenfassung. 


1. Mit J. Stark wird angenommen, daß der normale Kathoden- 
fall V, durch ein transversales Magnetfeld nicht geändert wird. 
2. Die ohne Magnetfeld für ebene Kathoden gültige Gleichung 


jn = i (jn normale Stromdichte, d, normale Fallraumdicke, C Kon- 


stante) gilt auch bei Verringerung von d, durch ein transversales 
Magnetfeld, soweit es sich aus den unter diesen Verhältnissen nicht 
sehr gut durchführbaren Messungen von j„ ersehen läßt. 

3. Es gibt einen Mindestwert der optisch gemessenen Fallraum- 
dicke d,, der in allen untersuchten Gasen in der Nähe von 0,70mm 
liegt und unterhalb dessen die Wirksamkeit des Magnetfeldes auf- 
hört. Ist die Fallraumdicke ohne Magnetfeld größer als dieser Wert, 
so läßt sie sich mit einem hinreichend starken Magnetfeld bis auf 
diesen Wert herunterdrücken, aber nicht weiter. 
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Dielektrizitätskonstante und chemische Konstitution 
bei organischen Flüssigkeiten. 


Von E. H. L. Meyer in Freiburg i. Br. 
(Vorläufige Mitteilung.) 


(Eingegangen am 15. April 1924.) 


Bezeichnet man als „polare Kohlenstoffatome“: 1. Solche C-Atome, 
bei denen von den vier Valenzen mindestens zwei mit zwei ver- 
schiedenen Atomen außer Kohlenstoff abgesättigt sind. 2. Solche 
C-Atome, bei denen ein ein- oder mehrwertiger elektronegativer 
anorganischer Substituent an ein C-Atom gebunden ist, dessen übrige 
Valenzen sich nur an Kohlenstoff betätigen; dann gilt der Satz: 
Alle organischen Flüssigkeiten mit derartigen polaren C-Atomen 
sind Dipolflüssigkeiten. Flüssigkeiten mit einem polaren C-Atom 
zeigen einen verhältnismäßig großen Absolutwert der Dielektrizitäts- 
konstanten und eine starke Abhängigkeit desselben von der Tem- 
peratur. Wo zwei und mehr polare C-Atome im Molekül vorhanden 
sind, stellen Absolutwert und Temperaturabhängigkeit der D. C. einen 
Mittelwert mehrerer Einzelwirkungen dar. 


Aus der Lorentzschen Elektronentheorie folgt für das dielek- 
trische Verhalten organischer Flüssigkeiten die Clausius-Mosottische 
Gleichung 


e 7 = const, (1) 
die aber, wie bekannt, in vielen Fällen nicht erfüllt ist. Die Tem- 
peraturabhangigkeit der Dielektrizitätskonstanten (D. C.) ist größer, 
als der Gleichung (1) entspricht, in der die Temperatur als Argument 
der Dichte steckt. 

Die zuerst von Reinganum!) gemachte Annahme, daß eine 
organische Flüssigkeit neben Polarisations- und Verschiebungselek- 
tronen auch noch fertige Dipole enthalte, führte Debye?) zu dem 
Ausdruck 

pag Tater (2) 


1) Reinganum, Ann. d. Phys. 10, 334, 1903. 
2) Debye, Phys. ZS. 18, 97, 1912. 
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Aber auch diese Gleichung gilt nach den bisherigen Messungen 
nur angenähert. Immerhin geben die beiden Gleichungen (1) und (2) 
eindeutig die Möglichkeit, sogenannte Dipolflüssigkeiten aufzufinden, 
so daß man sämtliche organischen Dielektrika einteilen kann in solche, 
die höchstwahrscheinlich fertige Dipole enthalten, und solche, wo 
wir derartige Dipole nicht annehmen dürfen. ' 


Es erhebt sich nun die Frage, ob der dipolare Charakter einer 
organischen Flüssigkeit aus deren chemischer Konstitution vorher- 
gesagt werden kann. Einen Versuch, die verschiedene Größe der 
Absolutwerte der.D. C. zu erklären, die ungefähr zwischen 1,5 und 
95 schwanken, hat Walden!) gemacht. Er nimmt dabei dielektro- 
phore Gruppen an (OH, NO,, CO, SO, also das Element O, Cyan, 
Rhodan, Isorhodan, Aminrest, die Halogene) und dielektrogene (H, 
CH;, C,H;, ... Ce He, -.., also Wasserstoffe und die Alkyl- und 
Allylreste). Nach dieser Unterscheidung soll eine Verbindung nur 
dann eine erhebliche D. C. haben, wenn in dem elektrochemischen 
Charakter der sie zusammensetzenden Elemente und Gruppen eine 
Gegensätzlichkeit vorliegt, d. h. wenn sie aus beiden Gruppen 
zusammengesetzt ist. Dielektrophore oder dielektrogene Gruppen 
allein, in Kombination mit sich selber, sollen Medien ergeben, 
welche überaus kleine D. C. besitzen. Walden gibt dazu folgende 
Tabelle3): 


Dielektrikum Beobachter 

Osr es i as E> es he Fleming u. Dewar 
CCE a aca ae ee ee Linde 
Bits Bra. #3, 28% 3 Schlundt 
CB Og aoe anes ee š 

CN 20% ee e s 
(N Og) e. e © o o o a o o n 
C (NOg. - - + 2 eee Walden 

Clis cg as Ba EE a Turner 
Cs Hir gor oa. 2 Th a Se Landolt u. Jahn 


Blüh 8) hat darauf hingewiesen, daß die Waldensche Auffassung 
in vollkommener Übereinstimmung mit den Forderungen der Dipol- 
theorie steht. 


1) Walden, ZS. f. phys. Chem. 70, 569, 1910. 
2) Z8. f. phys. Chem. 70, 585, 1910. 
8) Blüh, ZS. f. phys. Chem. 106, 341, 1923. 
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Dennoch befriedigt sie nicht restlos. Die D. C. von Trichlor- 
essigsäure und Chloral sind zweifellos im Widerspruch mit obiger 
Theorie. 

CCl,COOH. . Beobachter: Walden?) A = oo. 


EAS ee Bes _. 61° (füssig) 
ee ae oe ee 4,55 


OC1;CHO. Beobachter: E. H. L. Meyer. 4 = oo. 


| 
t.. . ||—40,1° fae 


Ey. e e 


—7,2° 


+28,40 | 445,10 | 462,10 
7,580 6,711 | 6,073 5,320 5,044 | 4,778 | 4,473 | 4,228 


+4,50 | +14,50 


Beide bestehen ausschließlich aus dielektrophoren Gruppen und 
besitzen dennoch eine unerklärlich hohe D. C. 


Eine andere Betrachtungsweise scheint für die Lösung obiger 
Frage fruchtbarer zu sein. Der Kürze wegen seien im folgenden 
als „polare Kohlenstoffatome“ definiert: 


1. Solche C-Atome, bei denen von den vier Valenzen mindestens zwei 
mit zwei verschiedenen Atomen außer Kohlenstoff abgesättigt sind. 


2. Solche C-Atome, bei denen ein ein- oder mehrwertiger elektro- 
negativer, anorganischer Substituent (z. B. OH, NO, SO,H, SO, N, 
Carbonylsauerstoff, NH,, Halogen) an ein C-Atom gebunden ist, 
dessen übrige Valenzen sich nur an Kohlenstoff betätigen. 

Es gilt dann der Satz: 


Alle organischen Flüssigkeiten mit derartigen polaren C-Atomen 
sind Dipolflüssigkeiten. Flüssigkeiten mit einem polaren C- Atom 
zeigen einen verhältnismäßig großen Absolutwert der D. C. und eine 
starke Abhängigkeit desselben von der Temperatur. 


Wo zwei und mehr polare C-Atome im Molekül vorhanden sind, 
findet eine gegenseitige Beeinflussung der einzelnen polaren C-Atome 
statt, so daß hier Absolutwert und Temperaturabhängigkeit der D. C. 
einen Mittelwert mehrerer Einzelwirkungen darstellen. | 


Die Richtigkeit ist schon aus der folgenden Zusammenstellung 
abzulesen: 


Man beachte Hexan, Benzol, Tetrachlorkohlenstoff, Tetranitro- 
methan auf der einen Seite und Methylbromid, Brombenzol, Chloro- 


form, Äthylalkobol, tertiärer Butylalkohol, Nitromethan, Nitroäthan 
und Nitrobenzol auf der anderen Seite. 


1) ZS. f. phys. Chem. 70, 577, 1910. 
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Hexan, C,H, Beobachter: E. H. L. Meyer. A = œ, 


t — 77,70 | — 63,49) — 48,20 — 33,50! — 20,00 — 80 | +3,70 | + 12,00 
E... . i 1839 | 1,823 | 1,807 | 1,788 | 1,776 | 1,765 | 1,749 | 1,739 
€—1 1 

.— || 0,2908 | 0,2923 | 0,2942 | 0,2944 , 0,2960 | 0,2971 | 0,2967 | 0,2966 
eto da | | | 


Benzol, C,Hg. Beobachter: Isnardi!). A = m. 


| 


Er We oe ee SH 11° 15° 300 550 
PS i UOTE EN 2,300 2,283 2,260 2,210 
e—1ı 1 
.— 0,3402 0,3387 0,3407 0,3416 

e+2 d ? : 
Äthylbromid, H;C—CH,Br. Beobachter: Walden?) A = oo. 

bare, 1,49 E... . 105 

Ll eae N E... . 94 


Brombenzol, BrC,;,H,. Beobachter: Walden?) A = œœ. 
EEE See 23,50 500 
E... . 5,46 5,21 4,64 


Chloroform, HOCl. Beobachter: E. H. L. Meyer. A = œ. 


— 5,80 | +6,1? | + 13,29) + 28,40 


t — 49,30 | — 35,70 — 20,40 + 41,9 

€... . | 6,598 | 6,088 5,636 5,264 | 5,002 4,850 | 4,566 | 4,352 

za 0,4097 | 0,4000 0,3909 | 0,3835 | 0,3784 | 0,3752 | 0,3695 | 0,3654 
} e 


Tetrachlorkohlenstoff, CCl. Beobachter: Isnardi). A = oo. 


Poh apo we eee — 130 | 00 200 399 | 620 
gs ae eae A 2,383 2.354 2,322 2,295 | 2,257 
pax 4 

ee 0,1903 0,1905 0,1919 0,1936 | 0,1954 


Äthylalkohol, H3C—CH,OH. A = œ. 


| 
bie tr — 80? — 67 — 540 | + 1,50 + 18,50 + 49,29 
Eee a de 44,5 40,8 34,2 28,8 25,4 20,8 
€—1 1 
Fe . 1,070 1,077 1,098 | 1,121 1,126 1,131 
SSE, NND Du eg 
Beobachter: Abegg und Seitz‘). Walden?). 


1) ZS. £. Phys. 9, 174, 1922. 

2) ZS. f. phys. Chem. 70, 579, 1910. 
8) ZS. f. Phys. 9, 171, 1922. 

4) ZS. f. phys. Chem. 29, 246, 1899. 
5) Ebenda 70, 573, 1910. 
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| Tertiärer Butylalkohol, H;C:C.OH. 
Us ace, 189 ÅA... 91em Ei ace 1506; 
Beobachter: Rudolph. Dissertation, zitiert nach Landolt-Börnstein. 


Nitromethan, H,;,CNO,. Beobachter: Walden’). A = co. 


Bauen. 455° €.... 44,8 
t.... 20° €.... 39,4 


Nitrodthan, H,0—CH,NO,. Beobachter: Schlundt?). 
Zitiert nach Landolt-Börnstein. 


te... 180 Aa uce a. BA £... . 29,5. 
Nitrobenzol, H,C,NOg. Beobachter: Abegg und Seitz?) A = oo. 
t... . 1 190 330 
E€... . 38,5 37,1 34,9 


Tetranitromethan, C(NO,),. Beobachter: Walden#). A = oo. 


t.... 23,49 E... . 2,13 
Freiburg i. Br., Phys. Institut der Universität, 14. April 1924. 


1) Z8. £. phys. Chem. 70, 575, 1910. 
3) Journ. phys. chem. 5, 157, 503, 1901. 
3) ZS. f. phys. Chem. 29, 247, 1899. 

t) Ebenda 70, 580, 1910. 
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Eine neue Strahlungsquelle 
der kurzen elektromagnetischen Wellen 
von ultrahertzscher Frequenz )). 
Von A. Glagolewa-Arkadiewa in Moskau. 
Mit sieben Abbildungen. (Eingegangen am 17. März 1924.) 


Zur Erzeugung der kürzesten elektrischen — ultrahertzschen — Wellen 
wurde ein neues Verfahren angewandt, die Methode des Massen- 
strahlers. In einer Mischung von Metallspänen und Maschinenöl 
springen die Funken eines Induktoriums über. Die zahlreichen Metall- 
teillchen der Mischung senden die intensiven elektrischen Wellen von 
verschiedener Länge, wenigstens von 50 mm bis zu 0,1 mm, aus, die man 
mit Apparaten von gewöhnlicher Empfindlichkeit beobachten kann. 


$1. Einleitung. Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist die Er- 
zeugung von elektromagnetischen Wellen, die bei einer möglichst kurzen 
und möglichst konstanten Periode auch eine konstante Energie besitzen. 
Bisher war nur eine Methode zur Erhaltung der kürzesten elektro- 
magnetischen Wellen bekannt, die Methode des Hertzschen Vibrators. 
Diese Methode, sehr bequem bei der Arbeit mit längeren Wellen, wird 
bei der Arbeit mit der kürzesten höchst mühsam. Die Schwierigkeiten 
verursacht erstens der starke Abfall der Strahlungsenergie beim Über- 
gang zu kürzeren Vibratoren, und zweitens die unvermeidliche Ver- 
brennung des Vibrators bei der Funkenentladung, welche die In- 
konstanz der Länge und Energie der ausgesandten Wellen sowie die 
Notwendigkeit einer häufigen Regulierung der Funkenstrecke be- 
dingt. Zu diesen Übelständen kommen noch die anderen Schwierig- 
keiten: die Länge A der kürzesten Hertzschen Wellen vermindert 
sich langsamer als die Länge J des Vibrators 2). 

Diese Schwierigkeiten erklären die Tatsache, daß die Bestre- 
bungen von vielen Forschern 3), das Intervall zwischen den Wellen 


1) Vorgetragen am 29. Okt. 1923 in der Sitzung des „Magnetischen Kollo- 
quiums“ an der I. Moskauer Universität; vorläufige Mitteilung auf dem II. Kon- 
greß der Russischen Physikalischen Assoziation am 19. Sept. 1922 (Verhand- 
lungen des Kongresses, 8. 39, Nischni-Novgorod 1923). 

3) Bei 2 = 10,63cm ist das Verhältnis Al gleich 2,5, bei A = 1,3 cm 
wird es schon gleich 4,3. Diese Tatsache, die aus den Beobachtungen von 
W. Arkadiew (Journ. d. Russ. Phys.-Chem. Ges., Phys. Teil, 44, 165, 1912; 
Ann. d. Phys. 58, 115, 1919) hervorgeht, wurde auch von Nichols und Tear 
bestätigt [Phys. Rev. (2) 21; 587, 1923]. 

3) A. Lampa, Wien. Ber. 105, 587, 1896; W. Möbius, Ann. d. Phys. 62, 
298, 1920; E. F. Nichols und J. D. Tear, Phys. Rev. 21, 587, 1923. 
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von Lebedew!) (6mm) und denjenigen von Rubens und v. Baeyer?) 
(343 u) auszufüllen, bisher kein greifbares Ergebnis für kleinere 
Wellen als 1,8 mm hatten. Diese Untersuchungen, von denen einige 
eo fein und elegant sind, wie diejenige von Nichols und Tear?), 
zeigen, daß die Forscher bei der Herstellung der kleinsten elektrischen 
Wellen die Grenze der Leistungsfähigkeit der Hertzschen Methode 
erreicht haben und daß für den Erfolg der Arbeit ein neues Prinzip 
zu suchen ist. 

§ 2. Die neue Strahlungsquelle — der Massenstrahler. Die 
neue Strahlungsquelle ist auf der Idee von Prof. W. Arkadiew be- 
gründet, der schon im Jahre 1914 in dieser Richtung zu arbeiten 
begonnen hat‘). Infolge der Kriegsverhältnisse aber war er ge- 
zwungen seine anfänglichen Versuche zu unterbrechen. Nach seinem 
Gedanken muß man zur Verstärkung der Wellenenergie nicht einen 
einzigen, sondern sehr viele kleine Vibratoren benutzen. Zur Ver- 
meidung der Verbrennung und der damit verbundenen Regulierung 
des erregenden Funkens muß man diese Vibratoren unaufhörlich 
wechseln. 

Erst im Jahre 1921 habe ich diese Aufgabe übernommen und 
jetzt die folgende Anordnung ausgearbeitet. 

In den Glastrog A (Fig.1) bringt man eine Mischung von 
Metallfeilspinen mit Maschinenöl. Mittels des Rührers B wurden 
die Feilspäne in kontinuierliche Bewegung gebracht und bilden dabei 
eine breiförmige Masse M. Diese „Vibrationsmasse* wird aus dem 
Glastrog von der mittels eines Motors rotierenden kleinen Karbolit- 
rolle K ergriffen, infolge der Zentrifugalkraft bildet die Masse auf 
dem Rande der Rolle eine Art von flüssigem Radreifen. Die Ent- 
ladungen eines Induktoriums entstehen in V aus den Zuleitungs- 
drähten ff durch die Vibrationsmasse in dem Radreifen der Rolle. 
Infolge der Entladungen entstehen in V elektrische Schwingungen in 
den Körnchen der Feilspäne; die Schwingungsperiode hängt haupt- 
sächlich von den Dimensionen der Körnchen ab. Bei entsprechender 


1) P. Lebedew, Wied. Ann. 56, 1, 1895. 

2) H. Rubens und O. v. Baeyer, Sitzungsber. d. Kgl. Preuß. Akad. d. 
Wiss. 1911, S. 666. 

3) E. F. Nichols und J. D. Tear, Phys. Rev. (2) 21, 587, 1923. 

t) Die Notwendigkeit, die kürzesten Hertzschen Wellen zu gewinnen, 
wurde durch das Bedürfnis hervorgerufen, die im Jahre 1913 von W. Arka- 
diew gefundenen (Phys. ZS. 14, 928, 1913; Ann. d. Phys. 65, 643, 1921) un- 
geordneten Eigenschwingungen der Elementarmagnete zu untersuchen. Er findet 
ihre Eigenwellenlänge 4, gleich 300—5004; R. Gans und R. Loyarte (Ann. 
d. Phys. 64, 209, 1921) haben für das von ihnen untersuchte ferromagnetische 
Material A, = 2,27 mm berechnet. 


v 
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Auswahl der Feilspäne sendet die Strahlungsquelle die kürzesten un- 
polarisierten Hertzschen Wellen aus, die man ultrahertzsche Wellen 
nennen könnte. 


§ 3. Apparate und Versuchsanordnung. Zur Messung der 
Wellenlänge wird die Boltzmannsche Methode angewendet. P, 
und P, (Fig. 2) sind zwei Metallspiegel von der Form der Rotations- 
paraboloide. S, und S, sind die Planspiegel aus den von der Vorder- 
fläche dicht versilberten dicken Spiegelglasplatten. Die Kreisteilung 
der Mikrometerschraube B gestattete die Verschiebungen des Spie- 
gels S um die Stufe bis zu 25u auszuführen. Das Induktorium J 


A, 


3 


Fig. 2. Die Versuchsanordnung. 


Fig. 1. Der Massenstrahler. 


mit einer Schlagweite bis etwa 15cm wurde mit dem Strom einer 
Akkumulatorenbatterie von 120 Volt bei einem Vorschaltwiderstand 
von 30 Ohm durch einen Unterbrecher Rotax gespeist. Der Glastrog 
der Strahlungsquelle war 7,7cm weit; der Durchmesser der Quellen- 
rolle K (Fig.1) betrug 3,2 cm, seine Dicke etwa lem. Der strahlende 
Teil v der Quellenrolle befindet sich in dem Brennpunkt des Spiegels P,; 
in dem Brennpunkt des Spiegels P, befindet sich das Thermoelement T, 
das mit dem mit leichtem Magnetgehänge versehenen Panzergalvano- 
meter verbunden war. Die Empfindlichkeit des Galvanometers betrug 
3.10-° Amp./mm bei einer Schwingungsperiode von 4,5 sec und bei 
einem Widerstand von etwa 11 Ohm. 


Bei H ist an zwei Fäden ein Metallschirm aufgehängt, den man 
bei der Beobachtung der Galvanometerausschläge emporheben konnte. 
Es wurden sieben Arten von Thermoelementen ausprobiert. 

| 12* 
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a) Ein Empfänger für Hertzsche Wellen nach W. Arkadiew 1) 
(Fig. 3, I), bestehend aus zwei mittels eines Thermokreuzes verbun- 
| denen Metallzylindern von 
der Gesamtlänge 8mm; 
das Thermokreuz bestand 
aus Manganinkonstantan- © 
drähten von 0,018mm 
Dicke. 

b) Desgleichen, nur 
mit einer Gesammtlänge 
von 12mm (Fig. 3, II). 

c) Bei den Heizdräh- 
ten des Thermokreuzes 
wurden keine Metallzylin- 
der benutzt (Fig. 3, III), 
sie wurden in Form von 
Barthärchen geradlinig 
gemacht und bildeten 
selbst einen Empfänger 
von 5,6 mm Gesamtlänge. 

d) Desgleichen, nur 
wurde parallel dem Ther- 
mokreuz in einem Ab- 
stande von 0,/mm eine 
Metallplatte s von 3 x 3cm 
== befestigt (Fig. 3, IV). 

e) Desgleichen, nur 
ohne Barthärchen (Fig. 3, 
V), einfach ein gerader 
Draht aus zwei Teilen 
Eisen- und Konstantan- 
drähten von 0,015 mm 
Durchmesser und 7mm 
Länge, mit fast unsicht- 
barer Lötstelle in der Mitte, 
„aperiodisches Thermo- 

element“. 

f) Desgleichen, von 2,63 mm Länge in der Brennlinie eines zylin- 
drischen parabolischen Spiegels (Fig. 3, VI) mit einer Brennweite von 


>! 


| 


Die Thermoelemente von verschiedener Art. 


f 
Fig. 3. 


1) W. Arkadiew, Ann. d. Phys. 45, 133, 1914. 
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0,25 mm aufgespannt. Der Spiegel wurde aus einem Messingblock 
von 10 x 4 x 6mm angefertigt. 


g) Eine Rubenssche Thermosäule von 20 Elementen; sie gab 
keinen Galvanometerausschlag. 

Die Feilspäne (Messing oder Aluminium) sind mittels drei Sieben 
in drei Gattungen geteilt. Die Gattung Nr. 1 bestand im Mittel aus 
Teilchen von 2,2 mm Länge mit einer Beimischung von feineren Teil- 
chen bis 0,5mm; Nr.2 im Mittel 1,4mm mit starker Beimischung 
von feineren Teilchen bis 0,04 mm; Nr.3 mittlere Länge etwa 0,5 mm 
mit den feinsten Teilchen bis 0,04mm und noch kleiner. In sämt- ` 
lichen Sorten der Metallspäne war eine Beimischung des Metallstaubes 
vorhanden. 

Die ausgestrahlte Energie ist bei den grobkörnigen Feilspänen 
Nr. 1 zweimal größer als bei Nr.2. Nr. 1 gab aber eine inkonstante 
Energie, da die Quellenrolle im Vergleich mit den Feilspankörnchen 
nicht breit genug war. Am bequemsten war es mit Nr. 2 zu arbeiten. 
Bei diesen Feilspänen und mit dem Thermoelement I erreichten die 
Ausschläge 35 mm bei einem Skalenabstand von 2m. 


§ 4. Die Messungen. Nach der Inbetriebsetzung der Rühr- 
vorrichtung, der Quellenrolle und des Induktoriums wartet man bis 
die Strahlungsenergie konstant wird, d. h. bis die Galvanometer- 
ausschläge beim Öffnen des Thermoelementes sich nur um einige 
Prozente unterscheiden. _ 


Während die Strahlungsquelle im kontinuierlichen Gang ist, be- 
stimmt man dreimal den Nullpunkt und die Umkehrpunkte des Gal- 
vanometers bei jeder Verschiebung des Spiegels S,. Die Interferenz- 
kurven, die mit dem Thermoelement des Typus I bei der Verschiebung 
des Spiegels auf 1 bis 2mm erhalten wurden, zeigten Maxima und 
Minima immer wieder auf denselben Stellen der Interferometerskale. 
Die Wellenlänge, ermittelt nach dem Abstand der beiden nächsten 
Maxima und Minima, beträgt 32mm. Die Kurven A und B (Fig. 4) 
wurden mittels des Thermoelementes I (Fig. 3) an verschiedenen 
Tagen gewonnen. Die Galvanometerausschläge wurden bei den Ver- 
schiebungsstufen des Interferometerspiegels von 0,2mm ausgeführt. 


Faßt man die Abstände zwischen zwei benachbarten Maximis 
oder Minimis, die bei dem Gangunterschiede Null liegen, ins Auge, 
so kann man die Anwesenheit von Wellen von 2,8, 2,6, 1,8, 1,2 mm und 
weniger feststellen. Das ständige Vorhandensein dieser Wellenlängen 
in den Kurven von verschiedenen Tagen überzeugt uns von der Existenz 
der entsprechenden Wellen in der Strahlung der betreffenden Quelle. 
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Die Kurve C (Fig. 4) wurde mit demselben Thermoelement I 
gewonnen, in einem Zwischenraum von 54,1 bis 55,0mm auf der 
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Fig.4. Die Interferenzkurven A, B und C, 
aufgenommen mit dem Thermoelement 1; 
D, E und F mit dem Thermoelement II. 


Skale des Interferometers. 
Die Galvanometeraus- 


- schläge wurden dreimal 


nach jeder Spiegelver- 
schiebung von 25u aus- 
geführt. Aus dem Abstand 
von zwei benachbarten 
Maximis oder Minimis 
kann man eine Wellen- 
länge von 200u bestätigen. 


Die Kurven D, E und 
F (Fig. 4) wurden mit dem 
Thermoelement II ge- 
wonnen; bei D und E 
wurden dieVerschiebungs- 
stufen gleich 1mm, bei 
der Kurve F 25u. Die 
Kurven D und E, die den 
Beobachtungen an ver- 
schiedenen Tagen ent- 
sprechen, zeigen den 
gleichen Gang. Aus der 
Lage des Maximums bei 
52,5mm und des Mini- 
mums bei 65mm kann man 
die Wellenlänge gleich 


(65 — 52,5) x 2x2 
= 50mm - 


berechnen. 


Diese Wellenlänge 
steht in nahem Zusammen- 
hang mit der Länge des 
Resonators, die gleich 
12,5 mm ist. Die auf der 


Grundkurve aufgelagerten Maxima und Minima entsprechen einer 


Oberschwingung des Resonators 


A = (57,5 — 55) x 2 = 5mm. 
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Die Kurve F stellt den Verlauf der Energie im Zwischenraum 
von 55,2 bis 55,9mm dar. Sie zeigt die kurzen Hertzschen Wellen 
von 550, 350 und 200 u. 

Aus dem Verlauf der Kurven A, B, C, D, E und F muß man 
auf eine vermischte Strahlung schließen. Die Thermoelemente mit 
den Resonatoren von der Form I und II ergeben Wellen, die den 
Dimensionen des Resonators entsprechen. 

Die Kurven der Fig.5 sind mit den Thermoelementen von der 
Form III, IV und VI (Fig. 3) gewonnen. Das aperiodische Thermo- 
element V war wenig empfindlich. 

Die Kurve G ist mit dem Thermoelement III gewonnen, die 
Verschiebungen des Spiegels wurden gleich 1mm. Diese Kurve G 
zeigt in der Nähe des Gangunterschieds Null drei Maxima, von denen 
das mittlere der längsten Welle entspricht, zwei andere — den kürzeren. 
Um die Phasen und die Amplituden dieser Komponenten zu ermitteln, 
wurde die harmonische Analyse!) angewandt, welche in erster An- 
näherung die folgenden Wellenlängen und relative Wellenenergie 
ermitteln ließ: 


Tabelle 1. 


Nr. der harmonischen Reihe | 1 2 | 3 | 4 | 5 6 |7 | 8 ` 


8 
0,7 


20 18,3 
34 53 


10 
0,7 


Wellenlänge in mm... . | 40 
Relative Energie in Proz. . | 100 


Die Tabelle lehrt, daß die größte Energie den ersten drei Glie- 
dern der Fourierschen Reihe entspricht; das sechste Glied besitzt die 
relative Energie von 3,5 Proz. 

Nimmt man für die Funktion fünf Glieder an 


f@)=atasn(e+p)t+asn (2x + Py) + cgsn(3 e+ Pz) 
+csn(62 + Qe), 
so erkennt man, daß der Verlauf der entsprechenden Kurve @’ (Fig. 5) 
die Einzelheiten der experimentellen Kurve @ nicht ganz genau dar- 
stellt. Das heißt, daß die harmonischen Glieder höherer Ordnung 
auf den Verlauf der Kurven einen Einfluß ausüben. 

Die Kurve H (Fig. 5) wurde mit dem Thermoelement IV (Fig. 3) 
gewonnen, das mit einer Metallplatte S versehen war; diese Platte 
hatte zum Zweck, die Wirkung der längeren Wellen zu vermindern. 
Die Analyse dieser Kurve H ergibt die Tabelle: 


1) L. Zipperer, Tafeln zur harmonischen Analyse. Berlin 1922. 
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Tabelle 2. 


48 


Wellenlänge in mm .... 
| 31,5 


Relative Energie in Proz. . 


Aus der Tafel folgt, daß die größte Energie einer Wellenlänge 

von 12mm entspricht; an der zweiten Stelle befindet sich die Welle 
von 24mm und an der 

dritten von 48mm. Und 


TAAS N cme weiter kann man die Tendenz 
Se ec ae der Verstärkung der Energie 
BUEREN SE ELNN der kürzeren Wellen beob- 
PI ee | Sere [ITI]: achten: der Wellenlänge von 
HH 48mm entspricht hier eine 


Energie von 6 Proz. statt 1,8 
und 0,12 Proz. für 4 = 4,4 
und 5mm des vorhergehen- 
den Falles. 

Die Kurve H’ (Fig.5) 
stellt die Summe des 4., 2. 
und 1. Gliedes dar. Sie ist 
der experimentellen Kurve H 
sehr ähnlich. 


Zur Messung der kürze- 
sten elektromagnetischen 
Wellen — der ultrahertzschen, 
wie wir sie nennen wollen — 
wurde dieses Prinzip des teil- 
Et weisen Schutzes des Thermo- 
Se elementes gegen die Wirkung 
längerer Wellen angewandt. 
Die Messungen mit dem 
Fig.5. Die Interferenzkurven, aufgenommen Thermoelement VI (Fig. 3) 

mit den Thermoelementen IV, V und VI. ergaben die Kurve J. Aus 

der Form der Kurve ist hier 

leicht zu erkennen, daß in diesem Falle nur wenige von den mit 

dem Thermoelement aufgefangenen kürzeren Wellen eine große Energie 

besitzen. Die Resultate der Analyse sind in der Tabelle 3 dar- 
gestellt: 


—> Galvanornererausschlag In mr 


A TETAAN A 
ESR 
Lt 
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Tabelle 3. 
| 
Nr. der | 
harmonischen Reihe 1 2 | 3 4 | 5 6 T 8 9 10 | 11 
Wellenlänge in u. || 900 | 450 | 300 225 | 180 | 150 128,6 | 112,5 1100 !90 | 81,8 
Relative Energie 
in Proz. ... . 3| 5) 84] 3! 25|100| 18 0,6) 02| 0,4| 1,6 


Aus der Tabelle folgt, daß die größte Energie der Wellenlänge 
Ag == 150u entspricht. Den zweiten Platz nimmt eine Wellenlänge 
von 300 u ein, den dritten eine solche von 180 u, eine noch bedeu- 
tendere Energie besitzt die Wellenlänge A, = 128,6 u, und etwa 
2 Proz. entsprechen der Wellenlänge von 81,8 u. 

Die Kurve J’ stellt die Summe der drei angegebenen harmoni- 
schen Komponenten, des 6., 3. und 5., dar. Sie stimmt mit der 
experimentellen Kurve sehr befriedigend überein. 

Die Beobachtung von kürzesten Wellen kann ihre Absorption im 
Wasserdampfe, der in der Luft vorhanden- ist, stören; nach Rubens!) 
besitzt der Wasserdampf einige Absorptionsbanden in diesem Gebiet. 

Die letztere Kurve J deckt folglich auf, daß die Strahlung der 
neuen Quelle nicht nur aus den früher angegebenen längeren Wellen 
besteht, sondern auch aus sehr kurzen elektromagnetischen, die in 
den Bereich der Rubensschen Wärınewellen eingreifen. 

Der komplizierte Gang der Iuterferenzkurven weist auf die ge- 
mischte Strahlung der neuen Strahlungsquelle hin, was infolge der 
nicht exakten Durchsiebung der Feilspankörnchen und aus mehreren 
anderen Gründen zu erwarten war. Eine vollkommenere Isolierung 
der Wellen von bestimmter Länge wird die Aufgabe der nächsten 
Zeit sein. | 

In der Fig. 6 ist die Interferenzkurve von ultrahertzschen Wellen 
mit derjenigen der Rubensschen Wärmewellen 2?) von entsprechender 
Länge zusammengestellt. Die Kurve C gehört den durch schwarzen 
Karton filtrierten Wärmewellen von Rubens und v. Baeyer8) von 
der Länge von 343 bis 218u an, die die Quarzquecksilberlampe aus- 
strahlt. Die Kurve J, die früher in Fig. 5 gezogene Interferenzkurve 
für ultrahertzsche Wellen, ist mittels des Massenstrahlers gewonnen. 
Die Abszissen stellen die Interferometerverschiebungen dar, die Ordi- 
naten die relative Energie in Prozenten der Maximalwerte derselben. 


1) H. Rubens, Sitzungsber. Berl. Akad. d. Wiss. 1913, 8.513. 
2) H. Rubens und v. Baeyer, ebenda 1911, 8.666. 
3) H. Rubens und v. Baeyer, ebenda 1911, 8. 670, Fig. 4. 
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Die Kurve J zeigt größere Schwingungen der Energie, was auf die 
bedeutendere Reinheit der aufgenommenen Strahlung hinweist. 

In der Tabelle 4 ist die Durchlässigkeit verschiedener Körper 
für die gesamte Strahlung der Vibrationsmasse gegeben. 


Tabelle 4. 
Durchlässig- Durchlässig- 
Stoff keit in Proz. Soil keit in Proz. 
Papier. ..... 2... 100 Glasplatte 2mm dick. . 75 
Trockene Leinwand. . . 100 Gelatinierte Glasplatte . 30 
Nasse Leinwand 24 Hartgummi 3mm... . 60 
Gummierte Leinwand. . 60 Holz 2cm....... 20 


§5. Schluß. Aus dem Dargelegten sehen wir, daß die neue 
Quelle der kiirzesten Hertzschen Wellen ein Beispiel der Massen- 


Rubens 1311 
Wärmewellen 
A:3434, 27611 


700 200 20 su 


a 6. 


Die Interferenzkurven: C für Wärmewellen von Rubens und v. Baeyer, 
aufgenommen mit der Quarzquecksilberlampe; J für ultrahertzsche Wellen 
entsprechender Länge, aufgenommen mit dem Massenstrahler. 


strahlung darbietet. Sie steht den Quellen der Wärme- und Licht- 
wellen nahe und verwirklicht den Übergang von der Sendung des 
individuellen Hertzschen Vibrators zur Strahlung der Gesamtheit 
von Teilchen eines erhitzten nn Die neue Strahlungsquelle 
besitzt folgende Vorzüge: 

a) Sie strahlt Hertzsche Wellen bis 82 u Länge aus; ihre Energie 
ist verhältnismäßig groß; darauf weisen die großen Ausschläge eines 
schwach empfindlichen Galvanometers hin, das mit einem nicht eva- 
kuierten Thermoelement verbunden war. 
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b) Das Arbeiten mit dieser Quelle kann unaufhörlich viele Stunden 
lang ohne besondere Sorgfalt fortdauern; nur ist eine allgemeine Auf- 
sicht des Betriebes der Motoren und des Induktoriums nötig. 

c) Sie besteht aus Vibratoren von sich nicht verkleinernder Länge, 
die infolge ihrer großen Anzahl und dank des schnellen Wechsels 
auf dem Rande der Rolle nicht merklich verbrennen. 

d) Es ist während des Arbeitens nicht notwendig, die erregende 
Funkenstrecke ständig zu regulieren. Auf die Bahn jedes Funkens, 
der die Vibrationsmasse durchdringt, treffen eine sehr große Anzahl 
verschiedener metallener Körnerpaare. Diejenigen Paare, die von 
derartigen Strecken getrennt sind, bei welchen der durchgehende 
Funke aktiv ist, sind strahlungsfähig. 

e) Infolge der großen Strahlungsenergie beim Arbeiten mit dieser 
Quelle kann man Empfangsapparate von mäßiger Empfindlichkeit an- 
wenden. 

Die Tatsache, daß bei den dichteren Ablesungen des Interfero- 
meters eine immer feinere Struktur der Interferentionskurven hervor- 
tritt, überzeugt uns davon, daß bei noch kleineren Dimensionen der 
Körnchen der Vibrationsmasse noch die kürzeren Wellen wahr- 
genommen werden können. Es ist von Wichtigkeit, daß die von 
dieser Quelle ausgesandten kurzen elektromagnetischen Wellen aus 
selbständigen elektrischen Schwingungen in entsprechenden kleinen 
Vibratoren entstehen, dagegen treten in den früheren Arbeiten von 
Möbius!), dem manchmal Beobachtung unbeständiger Wellen bis zu 
0,lmm gelungen ist, und Nichols und Tear?) die kleinsten Wellen | 
nur als die auf dem Grundton des großen Vibrators überlagerten kleinen 
Wellen auf. Das ist ein Grund zu vermuten, daß man das Maximum 
der Energie in dem Spektrum dieser Strahlungsquelle in den Bereich 
der kleinen Wellen verschieben und so die Quelle monochromati- 
sieren kann. Vielleicht kann man den Monochromatismus mittels der 
sorgfältigeren Aussiebung der Körnchen vergrößern, falls die Bildung 
von schwingenden Kettchen aus Reihen von benachbarten Körnchen 
beim Funkendurchgang durch die Vibrationsmasse nicht überwiegt. 
Die weitere Monochromatisierung kann man leicht mittels eines 
Echelettgitters ausführen, wie das von Milentz3) im Jahre 1914 oder 
von Nichols und Tear‘) ausgeführt wurde. 


1) W. Möbius, Ann. d. Phys. 62, 293, 1920. 

2) E. F. Nichols und J. D. Tear, Phys. Rev. (2) 21, 583, 1923. 

3) W. Arkadiew, Über die Herstellung der schwachgedämpften kurzen 
Hertzschen Wellen. Phys. ZS. 23, 35, 1922. J 

4) E. F. Nichols and J. D. Tear, Phys. Rev. (2) 21, 583, 1923. 
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Fig.7. Die Lage der Strahlung des Massenstrahlers auf der Skale 
der elektromagnetischen Wellen. 
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Auf diese Weise gestatten die Resultate dieser Untersuchung 
die Skale der elektromagnetischen Wellen zu vervollständigen; die 
vom Massenstrahler erzeugten Wellen dringen einerseits in das 
Gebiet der kurzen Arbeitswellen von Righi, Arkadiew, Möbius, 
Lebedew, Nichols und Tear!) bis zu 4,2 mm, andererseits in das 
Gebiet der langen thermischen Arbeitswellen von Rubens und 
v. Baeyer bis zu 3434 und noch kürzeren; so erfüllen sie dasjenige 
Gebiet der Skale, wo elektromagnetische Schwingungen nur mit 
größter Mühe zu beobachten waren (Fig.7). 

Diese Arbeit wurde in dem Magnetischen Laboratorium von 
Prof. W. Arkadiew (Physikalisches Institut der Moskauer Univer- 
sität) begonnen und in der Magnetometrischen Abteilung des Staat- 
lichen Elektrotechnischen Prüfungsinstituts beendet. 

Die Mittel zu dieser Untersuchung verdanke ich der Unterstützung 
der Technischen Abteilung des Hauptelektrizitätsamtes des Höheren 
Volkswirtschaftsrates. 

Dezember 1923. 


1) Aus dem Bericht in Revue Générale d. Sciences, Januar 1924, ist er- 
sichtlich, daß in der letzten Zeit Nichols und Tear mit Hilfe ihres äußerst 
empfindlichen Indikators die Beobachtung von Wellen bis 0,22 mm gelungen ist. 
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Zur Geschichte des Kompasses!) und zu dem Inhalt 
eines Gefäßes in verschiedenen Abständen vom 
Erdmittelpunkt?). 


Von Eilhard Wiedemann in Erlangen. 
Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 27. März 1924.) 


In der ersten Notiz wird aus einem Werk von al Maqrizi die 

Beschreibung eines magnetischen Fisches mitgeteilt; er dient zur 

Bestimmung der Himmelsrichtungen auf dem Meere. Die zweite 

Notiz enthält eine Angabe von al Charaqi über eine Folgerung 
aus der Kugelgestalt der Wasseroberfläche auf der Erde. 


I. Durch. einen Hinweis in dem wertvollen Buch von A. Mez, 
„Die Renaissance des Islam“, bin ich auf eine Stelle im Werk 
Gegenden (Chitat) von Ägypten von al Maqrizi (1364—1442) 
aufmerksam geworden, die bei der Besprechung des Ortes Halwän 
in der Nähe von Kairo eine interessante Angabe 3) über den Kompaß 
enthält bzw. über die Verwendung eines magnetischen Fisches aus 
Eisen zur Bestimmung der Himmelsrichtungen auf dem Meere in 
finsterer Nacht. Die Stelle lautet 4): 


„Und dieses gehört zu den Geheimnissen in der Natur. Alle metallischen 
Substanzen, wie Eisen, Kupfer, Silber, Blei, Gold besitzen die Eigenschaft, daß, 
wenn man aus einem Stück von ihnen ein Gefäß herstellt, das mehr Wasser 
faßt als seinem Gewicht entspricht, dieses auf der Wasseroberfläche schwimmt; 
dabei trägt es ein entsprechendes Gewicht, ohne unterzusinken. Wenn die 
Seefahrer auf dem Indischen Meer von solcher Finsternis (infolge von Wolken) 
umgeben sind, daß sie keine Sterne erblicken, die ihnen die Bestimmung der 
Himmelsgegenden gestatten, so nehmen sie ein ausgehöhltes Stück Eisen, das 
sie stets bei sich haben, und das die Gestalt eines Fisches hat. Dieses haben 
sie mit größtem Eifer so dünn wie möglich gemacht. In das Maul des Fisches 
stecken sie ein Stück guten Magnetstein®). Den Fisch reiben sie mit dem Mag- 
netstein. Setzt man dann den Fisch auf das Wasser, so dreht er sich und 


1) Vgl. E. Wiedemann, ZS. f. Phys. 13, 113, 1923. 

2) Vgl. E. Wiedemann, ebenda S. 59. 

3) Die Angabe findet sich in der Ausgabe von Būlāq 1270 d. H., 1, 210; 
in derjenigen von Kairo 1324, 1, 337. Eine ziemlich freie Übersetzung findet 
sich bei A. Bouriant, Description topographique et historique de l’Egypte usf. 
1, 621. 

4) Vor dieser Stelle ist in allen Texten eine Lücke. Vorher wird das 
Übersetzen von dem Ostufer des Nils nach dem Westufer besprochen. Vielleicht, 
daß in den fehlenden Worten darauf hingewiesen wurde, daß ein Teil der 
Reisenden aus dem Indischen Meer kam. — Wie viele arabische Schrift- 
steller, so al Biruni, liebt es auch al Maqrizi, allgemein interessante Be- 
merkungen in seine Schilderungen einzuflechten. 

5) Hier ist der Text nicht ganz klar; wahrscheinlich wird der Magnetstein 
nach dem Reiben nicht wieder in das Maul gelegt, dies diente zunächst wohl 
nur als Aufbewahrungsort des Magnetsteins. _ | 
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kehrt dem Südpol das Maul zu, von dem Nordpol wendet er sich aber ab. Dies 
gehört zu den Geheimnissen der Natur. Kennen die Seefahrer aber die Rich- 
tung nach Süden und Norden, so ist ihnen auch diejenige nach Osten und 
Westen bekannt. Wendet man sich nämlich dem Süden zu, so wendet man 
sich vom Norden fort, und der Westen liegt auf der rechten, der Osten auf der 
linken Seite. Sind die vier Himmelsrichtungen bestimmt, so kennt man die 
Lagen der einzelnen Orte. Daher können die Seefahrer nach der Seite der- 
jenigen Küste ihre Fahrt richten, zu der sie gelangen wollen.“ 


Wir haben hier einen magnetischen Fisch aus Eisen; da das 
Eisen damals stets Eigeuschaften des Stahls hatte, so konnte es 
permanent magnetisiert werden. Indes geschieht dies hier bei jeder 
neuen Verwendung von neuen. Daß man sehr wohl wußte, daß man 
durch bestimmte Art des Streichens Süd- bzw. Nordpole erzeugen 
konnte, geht aus früheren Mitteilungen von mir hervor. Jedenfalls 
ist das hier beschriebene Verfahren, die Himmelsrichtungen zu be- 
stimmen, schon weit früher als um 1400 benutzt worden, sonst hätte 
al Maqrizi sicher angegeben, daß es sich um etwas Neues handelt. 


II. Zu der Anschauung, daß ein Gefäß mit ebenem Rand an 
einem tiefer gelegenen Ort mehr Wasser enthält als an einem höher 
gelegenen, habe ich noch folgende Angabe von al Charaqi (ge- 
storben 1138/39) gefunden, die er in seiner Schrift „Das höchste 
Erreichen (der Erkenntnis) über die Teilung der Sphären“ gibt. Sie 
lautet etwa: 


„Wäre die Oberfläche des Wassers (der Meere usf.) eben, so wäre der 
Teil in der Mitte dem Mittelpunkt der Erde näher als der an den Rändern; 
es neigen sich (fließen) daher die Ränder nach dem Mittelpunkt zu, damit sie 
zu diesem dasselbe Verhältnis haben;.das Wasser setzt dem aber keinen Wider- 
stand entgegen, da es fließen kann. Dann (nach dem Fließen nach der Mitte 
der Oberfläche) streben seine Teile in gleicher Weise dem Mittelpunkt der Erde 
zu; der Abstand der Oberfläche des Wassers vom Mittelpunkt ist an allen 
Stellen ein und derselbe, und sie selbst ist kreisförmig. Auf Grund dieser 
Betrachtung sagt man, daß, wenn man einen Becher auf der Erdoberfläche mit 
Wasser füllt (und dessen Menge bestimmt) und ihn dann auf einem Berg mit 
Wasser füllt, er in letzterem Fall weniger Wasser faßt als auf der Erdober- 
fläche. Dieser Unterschied rührt von der kreisförmigen Gestalt der Oberfläche 
her. Der um den Mittelpunkt der Erde gezogene Kreis, der durch die obere 
Fläche (Rand) des Bechers geht, ist auf der Erdoberfläche kleiner als der auf 
der Spitze des Berges. Daher ist der Bogen, dem die Fläche des Bechers ent- 
spricht, an der Erdoberfläche größer und stärker ausgebaucht, als auf der 
Spitze des Berges. Er muß daher mehr Wasser fassen.“ 


Die oben erwähnte Schrift von al Charaqi ist deshalb wichtig, - 
weil sie mit großer Klarheit Anschauungen über den Aufbau der 
Welt darlegt, die bis in die Zeit Newtons einen großen Einfluß 
ausgeübt haben. Schon Ptolemäus hat in dem nur arabisch 
erhaltenen zweiten Buch der Hypotheseis die Ansicht angedeutet, daß 
die Wandelsterne sich nicht frei auf den Epizyklen bewegen, sondern 
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daß ihre Bewegungen durch Kugelschalensysteme usf. vermittelt 
werden, die in besonderer Art ineinander geschachtelt sind. Die 
Anschauung ist von arabischen Gelehrten, so von Abü Ga’far al 
Chazin (gestorben etwa 965) und dann vor allem von Ibn al 
Haitam (965—1039) zu einem einheitlichen System ausgebildet. 
Die sehr weitschweifige Art des letzteren, die jedem, der sich mit 
seiner, des Aihazens, Optik beschäftigen muß, so lästig ist, hat 
al Charaqi genießbar gemacht. Von seiner Schrift hat die Gothaer 
Handschrift sehr schöne Zeichnungen. Ihnen sind dann die späteren 
arabischen Gelehrten, im Abendlande Roger Baco usw. gefolgt. 
Die. philosophische Begründung für dieses Weltbild wurde u. a. 
darin gefunden, daß bei einem sich frei bewegenden Wandelstern 
der Äther vor ihm eine Verdichtung und hinter ihm eine Verdünnung 
erfährt, also ein leerer Raum entsteht, was aber nicht möglich ist!). 
Bei dem neuen Weltbild ist das nicht der Fall. 


1) Herr Dr. Kohl und ich selbst hoffen an anderer Stelle diese für die 
Geschichte der Astronomie und Physik so wichtigen Betrachtungen ausführlich 
veröffentlichen zu können. 


Die beigefügte Figur stellt eine im engen Anschluß an den Text des 
Originals gefertigte Zeichnung der Sphäre der Sonne durch Herrn Dr. Kohl 
dar. In der Figur bedeutet 1 die konzentrische Sphäre, 2 die exzentrische 
Sphäre, 3 den Sonnenkörper, 4 das Apogäum, 5 das Perigäum, 6 das Frühlings- 
äquinoktium, 7 das Herbstäquinoktium, 8 das Sommersolstitium, 9 das Winter- 
solstitium, 10 die Bahn des Sonnenmittelpunktes, 11 den Weltmittelpunkt, 12 den 
Mittelpunkt der exzentrischen Sphäre. Die konzentrische Sphäre heißt im Text 
al Falak al mumattal, die ähnliche Sphäre, wegen ihrer besonderen Lage zum 
Tierkreis, auf ihrer Achse liegen nämlich die Tierkreispole. Die Sphären der 
. anderen Planeten sind derjenigen der Sonne ähnlich, jedoch der Kompliziertheit 
ihrer Bewegungen entsprechend aus einer größeren Anzahl von Teilsphären 
zusammengesetzt. 
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Näherungsweise Berechnung der Bahnen 
und Übergangswahrscheinlichkeiten des Serienelektrons 
im Natriumatom!). 
Von W. Thomas in Breslau. 
Mit 15 Abbildungen. (Eingegangen am 28. März 1924.) 


Auf Grund der Bohrschen Theorie der wasserstoffähnlichen Systeme 

wird die Dynamik des Serienelektrons in den Alkalien durchgeführt; 

dabei ist das Feld vom Atomrumpf als Zentralfeld angesetzt worden. 

Dann werden die Bahnen und Fourierkoeffizienten für die Linien I, 

II und III der Na-Hauptserie berechnet, wobei für den Potential- 

verlauf im Natriumatom ein Ansatz von Fues übernommen 

worden ist. Das Verhältnis der berechneten Werte der Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten und der Absolutwert der Übergangswahrschein- 
lichkeit der Resonanzlinie werden mit den Werten verglichen, die 

Ladenburg durch Korrespondenzbetrachtungen und Dispersions- 

und Magnetorotationsmessungen erschlossen hatte, und es wird 

Übereinstimmung in der Größenordnung gefunden. 

Da wir die Quantengesetze des Mehrkörperproblems noch nicht 
kennen, muß man im Rahmen der bisherigen Theorie eine näherungs- 
weise Behandlung nicht-wasserstoffähnlicher Atome versuchen. Diese 
Möglichkeit ist nahegelegt durch die Bohrschen Ideen über den Bau 
der Atome und die Struktur des periodischen Systems der Elemente, 
die sich auf die Quantentheorie des Wasserstoffs, oder allgemeiner 
ausgedrückt, auf die Charakterisierung der Elektronenbahnen durch 
die zwei Quantenzahlen n und k stützen (n = Hauptquantenzahl, 
k = azimutale Quantenzahl). Und wenn es auch offen gelassen werden 
muß, ob im allgemeinen Falle n und k dieselbe Bedeutung haben wie 
beim Wasserstoff, so weist doch die grundsätzliche Ähnlichkeit des 
Wasserstoffspektrums mit den Spektren der höheren Elemente, die 
Periodizität vieler Eigenschaften derselben, und damit die eigentüm- 
liche Stabilität der Elektronenbahnen darauf hin, daß die Quanten- 
zahlen n und k in ihrer gewohnten Bedeutung — auch trotz der 
klassischen Mechanik — wesentliche und bleibende Züge der Elektronen- 
bahnen charakterisieren. 

Nach Bohr haben wir uns das Natriumatom folgendermaßen zu 
denken: Das dem Na im periodischen System vorangehende Element, 
das Edelgas Neon, ist gleichsam seine frühere Bildungsstufe. Es 
kehrt im Na-Atom wieder, wohl durch die höhere Kernladung räumlich 
etwas zusammengedrängt, aber die hohe Symmetrie seiner Elektronen- 


1) Auszug aus der Breslauer Dissertation. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 13 
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gruppen !) bleibt erhalten, und sie bewirkt, daß das neu hinzukommende 
elfte Elektron sich außerhalb, als 3,-Bahn, anlagern muß. Demnach 
würde das Na-Atom einen dem H-Atom verwandten Bau aufweisen: 
Einem Atomrumpfe von verhältnismäßig kleinen Dimensionen und 
außerordentlichen Symmetrieeigenschaften gegenüber befindet sich ein 
Elektron nahezu in einem zentralen Felde (selbst wenn es in den 
Atomrest eintaucht), und durch seine Sprünge allein kommen die 
Linien des optischen Na-Spektrums zustande ?). Die durch die auf- 
tretenden Dubletts angezeigte Duplizität der Terme bedeutet, daß 
die Einstellung zwischen Rumpf und Bahnebene des äußeren Elektrons 
nicht beliebig ist, daß also der Rumpf nicht genau zentral gebaut 
ist. Vergleicht man aber die dadurch hervorgerufene Dublettauf- 
spaltung mit der Feinstrukturaufspaltung ®), die durch die Wasserstoff- 
unähnlichkeit des zentralsymmetrisch gedachten Atomfeldes bedingt 
ist, so sieht man, daß in erster Näherung das Atomfeld als Zentral- 
feld aufgefaßt werden darf. 

Als erster hat bekanntlich Sommerfeld‘) diese Gedanken ver- 
folgt; die Ansätze sind am weitesten von Fues 5) fortgeführt worden, 
an dessen Arbeiten die vorliegende unmittelbar anschließt. 

Indem wir das Feld vom Atomrumpf als Zentralfeld, die Be- 
wegung also als eben ansehen und die Masse des Kernes als unendlich 
groß betrachten, haben wir in bekannter Weise die Energie in der 
kanonischen Form: 


1 1 
| meta) + V = E, (1) 
wo die potentielle Energie V in folgender Form behandelt werden soll: 
Br e? A 
v= —(1 + 2a). (2) 
1) 2 1,-, 4 2,- und 4 29-Elektronen. 
2) H.8.:(3s) — (mp) m: 8, 


3,4... 

1. N.8.:(3p9) — (md) 3, 4.. 

2. N.S.: (3p) — (ms) 4,5... 
F.S :(3d) — (mf) 4,5... 

3) Z. B. entsprechen der Feinstruktur der H-Linie A = 18751 Ä [ ER (= _ =)| 


die Na-Linien: 


4, —> 3,2= 3302A (HB), 


4, —> 3, 5688 (1.N.S.), 

4, —> 3 11404 (2.N.S.), 

4, — 35 18460 (F.S.), 

45 —> 33 90480 (Komb. Linie). 


Dagegen beträgt die Aufspaltung des D-Dubletts 6 A. 
4) Münchener Akad. Ber. 1916. 
5) ZS. f. Phys. 11, 364, 1922; 12, 1, 1923. 
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h? 
4nm?me 
= 0,532. p Q wird für r = 0 und r = œ Null, und zwar für 


ty = ist der Radius der innersten Wasserstoffbahn, 

r = 0 s0, dag “° = = 10 ist, weil in ee Nähe des Kerns 

die volle Kernladung Z=11 wirkt. — — ° Q ist das Zusatzpotential 
2 

zu dem in großer Entfernung wirkenden Wasserstoffpotential -— und 


charakterisiert die Wasserstoffunähnlichkeit des Potentialver laufes. 
Aus (1) folgt nach den kanonischen Gleichungen 
Po = const, 


und zwar nach der Quantentheorie 


h 
Po = k. 9m’ (3) 
wo h = 6,55.10—*" erg sec die Plancksche Konstante ist, und: 
ame?  2me? a h? 1 
2: 2 ge E VEN 
2mE+ -+ a r 2 —k ree (4) 
Wir bilden die BEST, 

S = [prdr + f podo | (5) 


oder 
= [20 Je E+ award tne 4 2m Er? + po -@ 6) 


Für r schreiben wir r = a)R und rechnen im folgenden immer 
mit dem normierten Radiusvektor R. Aus der Wurzel nehmen wir 


2 
die Größe 2me?ay = 5 heraus, dann folgt 


vo h (dR ka, Wa oh | 
sv A| y-Eın-®n + +k a (7) 
wo W der normierte Term ist: 
— E=W%.Nh | (8) 
und 
g me _ 399, 10168001 


hs 
die Rydbergsche Konstante. 

Nach dem Vorgange von Fues denken wir uns & abschnitt- 
weise als eine Funktion zweiten Grades von R ausgedrückt, damit 
die Integrale, in die & eingeht, leicht auswertbar bleiben: | 

Q = A; + BR + ER, (9) 


und man erhält: 


s= È [va [E Va eD TOF ORF CBF + e910 
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Nach dem Theorem von Jacobi hat man: 


os 22x 08 3 
I Po Ò Po = h id Ok | (11) 
oder 
k r d R 
g — Mm = a | m eee 
v2, Ry(U — k?/2) + (1 + 8) R + (C — B/2) R? 
o S 1 08 
IT. Ihn RAID l (13) 
R 
w A E (14) 
R 8ExJ V(A—k?/2)+ (14+ B)R -+ (E€—%W/2) R? 
Ro 
Im folgenden werden manchmal die Bezeichnungen benutzt werden: 
_ R Rmax | 
en 
— Ymi — = I —7]77 = —= | —_ Se > Im 
V2) RV(®) v2) RVR) 
und ähnlich: = = 
R Rmax 
ma RaR = T un a u. 
V2) V(R) ¥2J V(B) 
Emin Emin 


wobei durch (R) der Radikand in den Gleichungen (7) bis (14) an 
gedeutet ist. 

Die durch (12) gegebene Beziehung zwischen R und ø liefert 
unmittelbar die Bahnform. (14) gibt die Abhängigkeit des Radius- 
vektors von der Zeit, und da nach (12) zu jedem Werte von R ein 
bestimmter Wert des Azimuts gehört, ist auch der zeitliche Verlauf 
von g festgestellt. Die Bewegung des Serienelektrons ist damit 
fixiert. 

Wir führen in bekannter Weise als neue kanonische Variable 
die Delaunay-Schwarzschildschen Elemente ein. Die Momente 
sind die Periodizitätsmoduln der Wirkungsgröße S, die Phasenintegrale: 


2x 29 


J, = P p-ar + | rede und Jy = | vedo. (15a) 
0 0 | 


Denkt man sich nun S ausgedrückt durch die qx und Jp, so sind 
die zu den J, konjugierten Lagekoordinaten, die „Winkelvariablen“, 
nach Jacobis Transformationstheorem gegeben durch 


88 oS 


w, = =— ud = — 
Od; i 


(15b) 
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oder, da von den in S vorkommenden Größen nur E und py von 
den J, abhängen: 


MAN OJ- ©, (t — fo), io 
c 
_ SOE OS dp _ 
w = >p ond ©; (t — to) + const, 
und bei geeigneter Wahl der Konstanten 
fy 
u = > Vr (15d) 


1 

Dabei ist Gebrauch gemacht von (11) und (14) und der be- 
kannten Beziehung dE 
QO, = IN 
œ, gibt die Zahl der radialen Schwingungen in der Sekunde an, 
d h. wie oft das Elektron in einer Sekunde das Perihel passiert; 

©, ist die Zahl der Umläufe des Perihels pro Sekunde. 
Da die Energie als Funktion der Phasenintegrale nicht bekannt 
ist, müssen wir für die Bestimmung der Schwingungszahlen auf die 
Fundamentalintegrale (12) und (14) zurückgreifen. Gemäß der Definition 


(16) 


e 1 e ° e. 
von ©, ist T) = = die Zeit, in der das Elektron das Bahnstück von 
1 


Tmin über fmax nach fmin zurück durchläuft; daher erhält man nach (14): 


0; R Sx (R) R 47 V(R) R 2x 
Emin 
und 
(m) = 2n 


Das andere Fundamentalintegral (12) liefert das Verhältnis =. 
1 


Ist nämlich der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Perihelien 


oder Aphelien w, so ist ~a = a - w/2 ist aber PAphei — PPerihei — N 
1 
= @,,— nx. Durch Einsetzen erhält man 
Ds Du _ 
und daher 
„ _ 9 _ Pn—r Re: Dn— a 9 
0 = R = = 0, = 2 T„ (20) 


Da S82 abschnittweise als Funktion zweiten Grades gegeben ist, 
steht unter der Wurzel in den beiden Fundamentalintegralen immer 
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ein Polynom zweiten Grades, d. h. die Bahn des Elektrons wird zu- 
sammengesetzt gedacht. aus Stücken von Kegelschnitten. Man könnte 
danach denken, die Abhängigkeit von R und @ von den Winkel- 
variablen auf die übliche Art, die auf Besselsche Funktionen führt, 
darzustellen. Doch ist diese Methode unfruchtbar, weil in den ver- 
schiedenen Abschnitten auch die Bahnelemente verschieden sind, und 
man ist auf die tabellarische und graphische Darstellung angewiesen. 


Im folgenden werden wir für die Berechnung der Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten die Größen R, m und w, als Fuuktion von w, 


brauchen. Nach (15d) ist w, = Se w,. Wenn wir von den Phasen- 
1 


konstanten absehen, ist w, — œ, .t, und daher nach (14) 


en = 1z rar (21a) 
J Y(R) 
und mit unseren Bezeichnungen 
R | Rmax 
l (RaR | l {| RaR : In 
a S= 07 = v: 
eva ° V2j Væ) ' Tu 
min Emin 
1 
wi = IT, b T. (21b) 


Tabelliert man das Integral in (2la) oder die Funktion m 80 


‘ist R als Funktion von w, gewonnen. Andererseits liegt tabelliert 
vor @ als Funktion von R, und kombiniert man mit der erstgenannten 
Darstellung, so hat man auch $ = p(w,). 

Die vorangehenden Formeln, in die die Funktion & eingeht, 
lassen eine Kontrolle zu, indem wir die empirischen Termwerte be- 


nutzen. Es ist 
E 1 1 


Nh n” (n—q)} 
(n” = effektive Hauptquantenzahl, q = Termdefekt) und: 


=a) al ET 5 
"1 ROT on) nal | — On n*8 (23a) 


Daß in erster Näherung die Annahme, daß q nur von k abhängt, 
zutrifft, zeigt die folgende Tabelle, die einige g-Werte aus dem Natrium- 
spektrum wiedergibt, die aus den beobachteten Termen berechnet 
worden sind. 


i (22) 
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i 1,378 1,367 | 1,352 1,350 1,347 
2 0,883 0,867 | 0,861 0,859 | 0,853 
3 0,0095 | 0,0102 | 0,0103 | 0,0086 | 0,0107 
4 = ~ 0,003 


Nur der Größenordnung nach schätzen läßt sich @,. Wie in 
(23a) erhält man 


* — GRY _ 2 dq «x dq 
A a a) = ee 


Unter der obigen Annahme g = q(k) folgt, daß Sa und damit 


0) 


die Periheldistanz zweier aufeinanderfolgender N für die 
Bahnen eines bestimmten Serientyps konstant 

ist. Trägt man mit k als Abszissen und g als 79 

Ordinaten die beobachteten Termdefekte ein 7 

(aus Zwischenbahnbetrachtungen läßt sich noch 05 

für k = 1,5, q~ 1,2 wahrscheinlich machen), 
und interpoliert eine g-Kurve, so ist der 2 2 3 


‚negative Richtungskoeffizient — = (Fig. 1). Fig. 1. 
ı 


Man sieht, daß dies Verhältnis am größten bei den p-Bahnen ist, 
trotzdem die s-Bahnen viel tiefer in den Rumpf eindringen. 
Zu einer Abschätzung der Bahndimensionen gelangt man, wenn 
man bedenkt, daß an den Librationsgrenzen Rmax und Rmin der Aus- 
9 
druck — us + R— = R? + & (vgl. Gl. 7 bis 14) verschwindet. Man 


erhält dann analog zu der bekannten Wasserstoffformel: 


— »*2 ka 2 SR. ax 
| (24) 
Rmin = — w| —_— Yı-& + "Em a k? 2 eh | 


Dabei bedeuten = und 2x ;. die Werte, die § an den 
Stellen Rmax und Rmin annimmt. 
Auch der Flächensatz liefert eine Abschätzungsformel für R: 


Aus mr?g = ma? R?ọ = Kon folgt 
1 Iama? 1. 1 Ọ 


R h 9 by ~~ nR Qh? 
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was auch für die zeitlichen Mittelwerte gilt. Nun ist 


o—=2 7 (0, + Wg), (25) 
und es folgt B 
| l aito, (26) 
R? 2k 
Setzt man (23a,b) ein, so erhält man 
1 l dq 
EUREN ee e T 
R? AA 1)’ (27) 
und mit (20) schließlich 
l 1 ® 
EN Et 28 
R? k Im (28) 
Damit ist gezeigt, daß man — in gewisser Näherung — die Be- 


wegung des Serienelektrons beherrscht, wenn der Potentialverlauf, der 
. in unserer Bezeichnung durch die Funktion S bestimmt ist, bekannt 
ist. Für das Na-Atom hat sie Fues!) ermittelt, und damit einen 
Weg gefunden, aus den spektroskopischen Daten das mittlere Kraft- 
feld zu erschließen, das das äußere Elektron auf seiner Bahn vorfindet. 
Doch ist es keine rein empirische Methode, weil die Quantentheorie 
vorausgesetzt wird, denn mit der benutzten Funktion 82 müssen sich 
die radialen Phasenintegrale als ganzzahlige Vielfache von h ergeben. 
Nach (17) findet man für das radiale Phasenintegral 


h [daR W 
J! = n'h = (n— k)h = — AAA V — z _~ Rə 
(n — 4) na? E y 12+ R— 5 R+ A, (28a) 
und wenn wir die Größe — k?/2 + R — %®/2 R?, die für jede Bahn 
charakteristisch ist, mit //„; bezeichnen: 


’ l aR „me 
n = ra VER (28 b) 


Tragen wir in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit R 
als Abszissen /I„, und (— 8) auf, so wird dem Integranden in (28b) 
die Fläche zwischen der II„»- und (— 8)-Kurve entsprechen, doch 
ist die Beziehung nicht einfach. Ist aber — bei einer Kreisbahn — 
w = 0, so heißt das exakt, die von der Inx- und (— 2)-Kurve um- 
schlossene Fläche ist Null: die beiden Kurven berühren sich. Und 
da die JI,,-Parabeln durch die azimutale Quantenzahl und den (nor- 
mierten) Term gegeben sind, kann man so viel Punkte, durch die (— 2) 
gehen muß, wahrscheinlich machen, als Kreisbahnterme bekannt sind. 

Zwischen diesen Punkten muß man nun interpolieren, und indem 
man mit diesem S2 in (28b), das radiale Phasenintegral, eingeht, 


1) Fues, l c. 
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prüfen, ob das Integral den entsprechenden ganzzahligen Wert »’ er- 
gibt. Die Figur 3 zeigt den auf diese Weise von Fues erschlossenen 
Verlauf der Funktion 8; ihre analytische Darstellung ist: 


R Q = A; + B, a Se _ R? 
— 0,7 0,15 + 3,88 R — 2,0633 R? 
0,7 — 1,4 0,636 + 2,4914 R — 1,0714 R? 
1,4 — 2,0 1,4663 + 1,1217 R — 0,5167 R? 
2,0 — 4,0 3,922 — 1,4145 R + 0,1375 R? 
4,0 — 6,0 2,536—0,75 R + 0,058 R? 


Für das allerinnerste Gebiet, für R = 0 bis etwa R — 0,02, muß 
man ergänzen: 33 = 10 R; denn in diesem Gebiete wirkt die volle Kern- 


z 


. Fig. 2. 


Die schraffierte Fläche korrespondiert dem radialen Phasenintegral der 

2,-Babn. Die beiden Schnittpunkte der 2-Kurve mit der TI, -Parabel 

liegen an den Stellen Rmin und Fmax» den Librationsgrenzen des Radius- 

vektors. Für eine Kreisbahn, in diesem Beispiele die 2,-Bahn, fallen 

dieselben zusammen, die Kurven Q und //,, berühren sich und die von 

ihnen eingeschlossene Fläche verschwindet, d. h. das radiale Phasen- 
integral wird Null. 


ladung Z = 11, und da, wie im folgenden gezeigt werden wird, 
Q = (Z* — 1)R ist, folgt obiger Ausdruck. Für größere R ist dann 
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der abschirmende Einfluß der 2,-Elektronen, die ebenfalls in den 
Heliumrumpf eintauchen, zu berücksichtigen, und wir folgen der 
empirischen Kurve von Fues. Für die großen Werte 
von R ergänzen wir: 


R | Q 


1,706 86 — 0,41879 R + 0,02583 R? 
0,04402 — 0,001 63 R + 0,000008 R? 
0 


6—9 
9 — 30 
>30 


Als Führer dienen dabei die Berührungspunkte der 
2-Kurve mit den Kreisbahn-II-Parabeln, und die Tat- 
sache, daß 2 mit großem R rasch abfällt. | 

Folgende Figuren sollen die Bedeutung von 32 er- 
läutern. (2) läßt sich schreiben: 


5 l Q 
E EEA 2 
Ay e a =) a 
2 
4 — = ist das konstante 
Qo 


Potential des Wasserstoff- 
grundzustandes. Mit die- 
sem als Einheit ist 1/R 
das Wasserstoffpotential 
und &/R? das die Wasser- 
stoffunähnlichkeit bedin- 
gende Zusatzpotential, das 
von der Elektronenbiille 
2 2 J 4 5 6 herrührt (Fig. 4). 
Fig. 4. & erfährt eine andere 
Interpretation, wenigstens 
für Kreisbahnen, wenn man das Potential auffaßt als gewöhnliches 
Coulombsches, aber die Kernladungszahl Z* als veränderlich mit R 
betrachtet. (29a) schreibt sich dann: 


e? Z* e? /1 Z*—1 
0=--2°=--..7=-2(5+ R ): (29 b) 


und der Vergleich mit (29a) ergibt: 
Q = (Z*—1)R (30 a) 
oder die effektive Kernladung: | 


#=1+% (30 b) 
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(Fig.5). Auch & und damit das normierte Potential — ®* — 2 u 
lassen sich ihrem ungefähren Verlaufe nach aus den empirischen 


Termwerten ablesen. Für eine Kreisbahn (n = k) muß n' = n—k 


l ak a 
= r z Vie x + & verschwinden, also ist das für eine Kreis- 
7 
k2 1 
bahn konstante Qk = Ilns = DJ == Rk + 2(k— q) Ri [vgl. (28)]. 


Dabei ist mit R, der Radius der Kreisbahn bezeichnet, die durch die 

kontinuierlich gedachte Quantenzahl k bestimmt ist; 52, ist der zu Ry 
1 

gehörige Wert; für W ist (k— q) eingesetzt. Aus der Fig. 1 sind 

die zusammengehörigen Werte von k, q, a 

und nach Gleichung (27) ist dann der zugehörige Kreisbahnradius Ry 

bestimmt: 


ungefähr zu entnehmen 


R, = kika = (k— q)? x, wenn x? = Sac ene ; 
De (k— q4) (1 — a 
dk dk 
für größere k wird z = 1. 
De a a E (30 c) 
2 2 (k — q} 


wird dann: 
_ KP -n (5 ] 

= 5 |) 20 ( ay +e ) (30 d) 

Wenn man k und damit R = Rp einen gewissen Bereich durch- 

laufen läßt, erhält man nach (30c) oder (30d) & als Funktion von R. 


Fir Vi = — =- — = ergibt sich in derselben Weise: 
Rk ký 
* x k2 x fl 1 k? 
sier oa ah a ao 99 


oder 
Se [1+ sal (30 £) 
2 (k — q)? x? (k — q} 

So sehen wir, wie die Quantentheorie aus den empirischen 
Spektraltermen die ganze Dynamik des Serienelektrons herauszulesen 
gestattet. 

Durch die Fuessche Darstellung von & werden die Kontroll- 
phasenintegrale mit mindestens 3 Proz. Genauigkeit erfüllt. Damit 


ist längst das Fehlergebiet erreicht, das man erwarten muß, aus 
Gründen der Gültigkeitsgrenzen der Quantelung und der Mechanik. 
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Doch wird sich in der Durchrechnung zeigen, daß man von der 
Genauigkeit der Phasenintegrale nicht ohne weiteres auf. die Genauig- 
keit der übrigen Größen, z. B. der Schwingungszahlen, schließen darf. 

Wir gehen nun daran, die Formeln für die Auflösung der ge- 
fundenen Bahnen in ihre harmonischen Komponenten aufzustellen. 
Allgemein gilt 

atiy= > ag Cree? i (et + FW); 
TT 


aus der zentralen Symmetrie um den Kern 
folgt aber Cry = 0 für" = +1, und man 
kann schreiben : 


gt+iymre? | 
= a, RE? = a D Qeri mtd; (31) 
T 


Rër—?27iw: läßt sich also in eine einfache 
Fourierreihe entwickeln, und nach Fouriers 
Theorem ist: 


1 
Cz — | Rei rrte aieu dy, (32) 
0 


und wegen w, = = w: 
mA | 
1 i9—2ni Mr w | 
O: = | Re (a "dw. (33) 
0 


Die Berechnung. dieser Koeffizienten wird 
wesentlich vereinfacht durch die Bemerkung, 


daß dieselben reell sind und schon durch eine halbe Hauptperiode 
(1/@,) bestimmt werden. Das Integral in (33) fordert die Kenntnis 
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von R und @ als Funktionen von w, Wir tragen das zweite 
Fundamentalintegral (14) in der Form (21a): 


_ RB 
„V2[ Radar 
w — @, ee Zr ae 
82 J ¥(R) 
Rmin 
mit w, als Abszissen und R als Ordinaten in einem kartesischen 
Koordinatensystem auf. Der Gang der Variablen w, von 0 bis 1 
entspricht einem Umlauf des Elektrons vom Perihel bis. wieder zum 
Perihel zurück, und so steigt die Kurve von Rmin bei w, = 0 an, 


O 2 
—oy, 
Fig. 6. 
um dann wieder auf Rmin bei w, = 1 zu sinken. In der Hälfte der 
Umlaufszeit, also für w, = !', muß das Maximum Rmax erreicht sein. 


Für die Umgebung desselben kann man schreiben: 


— R . 
2 8a) VR) 


Em ax 


und man erkennt, daß das Elektron die gleiche Zeit braucht, um den 
Weg von einem beliebigen R zum Aphel zurückzulegen, wie um von 
diesem zu dem Ausgangswerte von R zu gelangen. Für die Kurve 
heißt das, daß ihr Abfall vom Maximum (w, = !/„ R = Rmax) nach 
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beiden Seiten (zu R = Rai und w, = 0 bzw. 1) derselbe ist: Sie 
ist symmetrisch in bezug auf die Gerade w, = !/, (vgl. Fig. 6), oder 
in Formeln ausgedrückt Ry, = Bu (33’) 


Eine ähnliche Betrachtung können wir an das andere Funda- 


mentalintegral anschließen, das wir in der Form 
R 


Ge k Jay ak 
V2) RVR) 
schreiben; @,, ist wie in (18) — @aphel — ỌPerihe Daraus ersieht 


man, daß das Elektron auf den Wegen R(w,) — Rmax(#, = 1/3) und 
Riaz (w, = Ya) > R(1—w,) dasselbe Azimut durchläuft, und man 
schließt auf folgenden Verlauf von ọ als Funktion von R (bzw. w): 
p ist Null für R = Rmin (w, = 0) und steigt auf zu gy = ®,, für R 
= Rmax (Ww, = 1/2), und dieselbe Kurve wiederholt sich in dem Gebiet 
von Rmax bis Rmin (W,:1/. — 1), nur daß der Kurvenast nach oben 
gedreht ist, so daß fiir R = Rmin (w, = 1) = 2 n ist. In Formeln: 
Pu, + Pa-u = 2 Du (33”) 
Diese beiden Symmetrieeigenschaften von R und @ als Funktion 

von w, sind es, die das Integral (33): 


1 po—2rnilr a 
Or = [Re i Gen 


zu reduzieren gestatten. Schreibt man 
1/2 ipo—2ri tt 2?) 0, t2 ip—2nij t+ — )w 
C= [Re ( “a dw,—|Re ( ox) dw, 
1 
und substituiert in dem zweiten Integral w, = 1—v, integriert also 
von w, = 1 auf die Symmetrieachse w, — 1, zu und führt ein: 
p = 2n — vV, so erhält man: 


c. = (ee din; + fre 2%, -ip— 2mi(r+ ee a oe 
0 
Me 2i Dm —2xi( (+) Ye —iptoni( T+ — = ae 
= (Rente [re 
0 


20,,—22 (z + 2a) ist nach (18) — (1 — t) 2 x, der konstante 
1 
Faktor wird damit cos (t — 1)2 x = +1. Also ist: 


ip- nirt? )w 2 iv-2ri(r+ 2 22) "l 


Cr = | Re dw + [Re dv. 
0 
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w, und v laufen von 0 bis 1, p und Y von O bis @,,; die beiden 
Größenpaare haben denselben Verlauf, und da es auf die Bezeichnung 
der Variablen nicht ankommt, setzen wir Y = 9, und v = w; 
außerdem ist nach (33) R, = Ru, -und wir erhalten endgültig: 


ee 


1/2 


= 2 | Roos [p — 22 (1+ o?) m | dy (34) 
0 | i l 

Die Koeffizienten der Fourierzerlegung einer Zentralbewegung 
sind also reell. 

Das Integral (34) kann mit Hilfe der Tabellen von R und ọ als 
Funktion von w, ausgewertet werden. 

Nach Bohrs?) bekannter Schlußweise sind die C, ein Maß für 
die Übergangswahrscheinlichkeiten und Intensitäten der Linien. 

Die quantentheoretisch ausgestrahlte Energie ist: 

W=a-N-hv (34 a) 

(a = Wahrscheinlichkeit des Überganges; N =— Anzahl der Atome 
im Anfangszustand; v — Schwingungszahl der ausgestrahlten Linie); 
klassisch aber ist: 
224 
36 

Und da r+ iy = a > Cre? tra + 2)t, so ist die Ausstrahlung 
der harmonischen Schwingung, die dem Quantensprung An = Tr 
entspricht: 


w (#2 + je) N. (34 b) 


32 74 e? ay? 
Meee 
Für sehr große Quantenzahlen wird man korrespondenzmäßig 
(34a) und (34c) gleichsetzen, und für kleinere Quantenzahlen erwartet 
man: 


(To, + @,)* C? N. (34 c) 


PE 32 nt ed ao? 
© BR 
wo der Strich eine geeignete Mittelung zwischen Anfangs- und End- 
bahn bedeutet. 
Ungeklärt ist die Art der Mittelung: Soll man z. B. a, in der 
Form für kleine Quantenzahlen ansetzen, in der es in (35) erscheint’? 
Im Gebiete hoher Quantenzahlen ist v = rw, + @,, und es wäre 


l 2 
Sa (to, + ©)! Cr, (35) 


1) Kopenhagener Akad. 1918. 


184 W. Thomas, 


ebenso gerechtfertigt, a allgemein in einer der folgenden Formen 


anzunehmen: 


a ae pee | = 
oder _ 32 wen 0308 (35 b) 
oder 89 . eo vote (35 c) 
oder u Be 0.08 (35d) 
oder __ 82 = a v8 08. (35 e) 


Und weiter: In welcher Weise soll man zwischen den Größen 
der Anfangs- und Endbahn mitteln? Wir wollen uns wegen der 
Weitläufigkeit der Zwischenbahnrechnungen !) auf das arithmetische 
Mittel beschränken, so daß man für die Wahrscheinlichkeiten (abge- 
sehen von dem universellen Faktor) folgende Formen hätte: 


_ 1 Cd ay + C72 074 


ar 2 

a _ OP a's + C72 078 

— T 
oder p | 

=5 (Cai? + C22 0% (35 f) 
oder | | 

v? ; 

= z (020 + 07207) 

oder . 


8 
= 5 (02409). 


Zweifelhaft ist auch, ob und wie man die statistischen Gewichte g 
von der Anfangs- und Endbabn einzufiihren hat, und wir wollen nur 
den einfachen Fall in Betracht ziehen, daß die a, proportional einer 
der folgenden Größen sind: . 


1 g" g" 
> [ex gii 7 g: are |, | [x 03 + Zz (OMe: os], 


| (35 g) 


n i n" 
v crot, nwa], lore: +5 oror 


y3 [or + 7 cra. 


1) Vgl. Kramers, Int. of spectral lines 1919. 
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Es sei auf eine Möglichkeit, die Mittelung bestimmter zu gestalten, wenigstens 
hingewiesen. Wenn wir etwa meinen, daß die klassische Theorie zunächst nur 
in ihrer Deutung der Entstehung der Strahlung irrt (nämlich nicht eine Bahn 
mit der Schwingungszahl v, sondern Sprung und Emission nach der Frequenz- 
bedingung), so kann man der Klassik noch ein Stück weiter folgen und das 
Korrespondenzprinzip schärfer fassen. Wir fordern: Die Zwischenbahn, die 
scheinbare Balın, deren Koeffizienten ausschlaggebend sind für die Intensitäten 
und Übergangswahrscheinlichkeiten, sei dadurch ausgezeichnet, daß ihre korre- 
spondierende mechanische Schwingungszahl @, = T®,-+@g, gleich der opti- 
schen v sei. 

Die auf die Zwischenbahn bezüglichen Werte werden im folgenden durch 
Überstreichen bezeichnet, z. B. 


stiy=o Zeritaıtodt, (36 a) 


Das erste Bestimmungsstück der Zwischenbahn wird geliefert durch die 
Forderung: TO, + © = v, wo tT = dAn ist. Für das zweite Bestimmungsstück 
scheint eine solch klare Analogie zu fehlen, und wir setzen darum in Anlehnung 
an die Zwischenbahnformeln von Kramers!) an: 


n=n"+A(n—n”) und k = k" +4) (k’— k"), (36 b) 
wo A, ein Parameter mit einem Wert zwischen 0 und 1 ist, so daß stets 
n" n n! 
Ww SES 


ist. Aus (36b) ergibt sich als zweites Bestimmungsstiick der Zwischenbahn 
folgende Beziehung zwischen den Quantenzahlen n und k derselben: 
n— n" k—k n—n" _n'—n" _ dAn 


Ve ee 


Wir gehen zur Bestimmung von n und E: Der zur Zwischenbahn gehörige 


normierte Term ist 
1 


1 
ma (a9)? 


die Schwingungszahlen sind analog den Gleichungen (23 a, b) gegeben durch 


W = (37 a) 


* @1 2 —* 2 ($2) 
= “t= =, 9 = — ag (—)}- 37 b 
2 R no A n> \dk/k ( ) 
Durch Einsetzen in v“ = a — to, +o, folgt: 
* 2 d | 
va, ]|T—-—— (38) 
n? | dk 


oder 


und schließlich: 
V 2 dq 
n=gq le (39) 
a+ yv“ | “| 


1) Kopenhagener Akad. 1919. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 14 
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Durch (39) im Verein mit (36c) sind die beiden Bestimmungsstücke der 
Zwischenbahn definiert: ' 
b) 


(a) | 
= — V 2 dq " In [x je] O 
= SSS I De — kl . 

n = q+ | | 24 | n ae k | ,  (3932,b) 
Die beiden letzten Glieder dieser fortlaufenden Gleichung bilden eine 
dq 
dk 
feld gegeben ist, oder mit Hilfe der Fig. 1 schätzen. 

Der Gedanke dieser Mittelung ist: Die klassische Theorie täuscht sich über 
den Vorgang der Ausstrahlung, aber sie gibt die quantitativen Verhältnisse 
gleichsam als unbewuBte Statistik richtig wieder. Der Sprung wird ersetzt durch 
eine Zwischenbahn, und die Quantengesetze wirken so, als ob das Elektron 
während des Ausstrahlungsprozesses in dieser Zwischenbahn liefe, deren Quanten- 
zahlen gegeben sind durch n = n"+A,(n"—n') und k = k" +4, (kK — 2k, 
und wobei es wesentlich ist, daß A, so bestimmt wird, daß t@, F ©, = v ist. 
Damit wäre formal gedeutet, daß bei der anomalen Dispeysion die kritische 
Stelle bei v liegt. 


Da unsere Annahme, daß das vom Atomrumpf verursachte Feld 
ein Zentralfeld ist, nur eine Näherung ist, muß man sich der bisher 
betrachteten ebenen Bewegung des Serienelektrons eine Präzession 
seiner Bahnebene um die Impulsachse des Gesamtatoms überlagert 
denken!). Sogar in qualitativer Hinsicht ist unsere Methode nicht 
ausreichend, wenn der feinere inneratomare Wechselwirkungsmecha- 
nismus in Frage kommt. So sind die Triplettgruppen, die beim 
anomalen Zeemaneffekt statt des klassischen Lorentztripletts erscheinen, 


a 


Gleichung fir F: q und kann man entweder berechnen, wenn das Kraft- 


ein Zeugnis der spezifischén Atomdynamik. Von geringerem Einfluß . 


auf den Atommechanismus scheint ein äußeres elektrisches Feld zu 
sein. Man entnimmt sofort der Fourierdarstellung, daß der Mittel- 
wert der elektrischen Zusatzenergie eF (F — Feldstärke), also die 
Störungsenergie erster Ordnung verschwindet, und daß darum der 
vom Wasserstoff her bekannte Starkeffekt nicht auftritt. Nach der 
Störungstheorie wäre eine Aufspaltung proportional F? zu erwarten 2). 

Eine Prüfung der vorangegangenen Entwicklungen ist möglich, 
indem man die korrespondenzmäßig berechneten Übergangswahrschein- 
lichkeiten mit den aus der Absorption und Dispersion erschlossenen 
vergleicht. Durch Vergleich der Energie, die von räumlichen Oszil- 
latoren und Bohrschen Atomen im Strahlungsgleichgewicht im Hohl- 
raum ausgestrahlt und absorbiert wird, gelangte Ladenburg zu der 


1) Über den Zusammenhang der Koeffizienten der neuen Fourierentwicklung 
mit unseren C, siehe z. B. Sommerfeld und Heisenberg, ZS. f. Phys. 11, 
131, 1922. 

2) Eine eingehendere Diskussion wird im AnschluS an die Messungen Laden- 
burgs in einer folgenden Mitteilung gegeben werden. 


— ee eee = 


SS a re ee 
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folgenden quantentheoretischen Deutung der Zahl der Dispersions- 


elektronen }): 2 


= N az (40) 
(a; — Wahrscheinlichkeit des spontanen Überganges k > i; gr, gi 
= statistische Gewichte vom Anfangs- und Endzustand; N; — Zahl der 
Atome im Endzustand i; N = Zahl der Dispersionselektronen = räum- 
liche Ersatzoszillatoren in der Volumeneinheit; t = an = Ab- 
| 8n2e?v? 

klingungszeit eines räumlichen Oszillatoren von der Schwingungszahl v). 

Für die Hauptserie des Na bedeutet g, das Gewicht der Bahnen 
35, 43..., gs das der 3,- Bahn. Nach der Zeemanaufspaltung beurteilt 
ist gi = 2 und, wenu man die magnetischen Aufspaltungsniveaus 
beider Dublettkomponenten zusammenzählt, ge = 4 + 2 = 6 für alle 


Linien. Mit 


I — 3 (41) 
Ji 
kann man (40) für die H.S. des Na schreiben: l 
Aki 
N = const - Ti (40a) 
Für die Linien I (5870 A), II (3303 A), III (2853 A) fand Bevan: 
a, ain, m __ se 

MMM, = Pro re lis * 480° (42) 

woraus folgt: er 1 1 i 
a, ‘Aa’ Qin —— . 26 e 110, ( a) 


Für die Resonanzlinie (D-Dublett) ist nach Ladenburg und 
Minkowski Xp, + Np, =N, nahezu gleich der Anzahl aller vor- 
handenen Atome oder, was unter den erences i das 
gleiche war: N, = Nj. 

Mit (41) erhält man dann aus (40) die Laden Dar peche baoe 


1 
as > 3 == (43) 
39 mtela? 
Nun ist a, = 200), wo {C,2@,.3} eine der Mitte- 
lungsformen (35) andeutet. Durch Einfiihrung der universellen Kon- 
stanten und der normierten a a i TI = S und v* = 5 
ird (43): | 

wir ( ) aT Or Oo y= _ 9. (43a) 


(42a) und (43a) gilt es zu prüfen. ` 


1) Ladenburg, ZS. f. Phys. 4, 451, 1921. Ladenburg v. Minkowski, 
ZS. £. Phys. 6, 153, 1921. Ladenburg u. Reiche, Naturw., Behrheft 1923. 
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Nach dieser Übersicht über die Dynamik eines Elektrons in 
einem Zentralfelde, wie sie in den Alkaliatomen annähernd verwirk- 
licht wird, gehen wir zur speziellen Berechnung einiger Größen des 
Natriumatoms über und skizzieren zunächst die Rechnungen, die zur 
Aufstellung der Tabellen nötig sind. 

Benutzt man für das erste Fundamentalintegral: 

k d R 
p — p = — | — 
y2 Er — AR) + (1 + B) B + (E€ — B'2)R? 
die Abkürzungen: 
C—W/2=a ode C—W/2%= «a, 

5 

— =) ” > t < = 6, 
W—k23/2 —e , B/2—A = y, 
je nachdem ne = 0 ist, so daß c und y stets positiv sind, so 
erhält man: 


kM c = b c 
— Tage yet et Vo fot ae 


P — Po = P' = ; y2: B—y/R- 
——— arc sin | | M = log nat 10 = 2,30259. 
V27 V B+ ay 
Für das zweite Fundamentalintegral: 
1y2 RaR 
i= $2 | ee (A — k2) + (1+ B)R+(C— 98/2) R? 


berechnen wir die Größe 
= 1, [aaa 
V2) V(R) 
so daß Im (Tri —TpR) die Zeit ist, in der das Elektron von R’ 


nach R” gelangt. Mit den Bezeichnungen: 


A — k2/2 — a’, =a = b, C — H2 = c, 
A — k2/2 = a’, zu = Bp’, W2— E =y (e und y > 0) 


wird: 


Va'+-20'R+¢'R? + 2b0'R+c'R? — De log" +e'R+Ye' Ya’+ +2b' R+cR?} 


yac: 
0% 2 iR = ar sin ei 
E | ya F28 R— yR tyga Paer ZEE]. 


Die Integrale ® und T sind nur in dem Bereiche von R sinn- 
voll, für welchen das zugehörige & = A + BR-+CR definiert ist. 


© 


B- 
| 


— il dee 


a p 
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Wenn man in einem solchen Abschnitt einzelne Werte von ® bzw. 
T berechnet, so erhält man in demselben den Gang des Azimuts als 
Funktion von R bzw. den zeitlichen Verlauf des Radiusvektors; und 
indem man die Differenzen 4® und JT zusammenstellt für alle 
Abschnitte, in denen die Bahn verläuft, bekommt man den voll- 
ständigen Verlauf von g in seiner Abhängigkeit von R und den 
zeitlichen Verlauf von R während der ganzen Periode Die Summen 
A® und IT, von Rmin bis Rmax erstreckt, also Pmax — Pmin und 
Tmax — Tmin, sind die Größen Pm und Tm. Durch sie sind nach 
(18) und (20) die Schwingungszahlen bestimmt: 

O, 2% ©, _PM—r 

KT er au 
Rmin und Rmax, die Librationsgrenzen der Bahn, sind dadurch aus- 
gezeichnet, daß für ihre Werte in den Ausdrücken für ® und T die 
Radikanden verschwinden und die arcsin den Extremwert |2/2| 
erreichen. 

° e Tr T Rein __ T P T . . 

Die Größe 37, ar. ist definitionsgemäß die Winkel- 
variable w, [vgl. (21)]. Tabelliert man diese Funktion, so kennt man 
w, als Funktion von R und umgekehrt R als Funktion von w. 
Durch Kombination mit der Tabelle g = ọ (R) erhält man auch 
pọ = o (w) Auf Grund dieser Tabellen kann man auch die Fourier- 
koeffizienten TA 


C: = E COS Ir-2=(2+r) m |dw, 
1 
0 


auswerten. Trägt man mit w, als Abszissen die zugehörigen Werte 
des Integranden als Ordinaten auf, so ist C, gleich der dadurch 
bestimmten Fläche. | 

Wir übergehen die eigentliche Rechenarbeit und geben die 
Resultate für die zu den ersten drei Linien der zaupene gehörigen 
Bahnen 3,, 3,, 4, und 5,. 


1 O) * | 2 
Bahn (W = — Rain R nax a 0; a: jlo Ze 2 [0)= — %3 9 
n Q): | n 

3, || 0,378 | 0,074 | 5,014 || 0,357 | 0,573 | 0,204 0,464 0,166 

39 0,223 | 0,483 | 6,225 || 0,668 | 0,262 | 0,175 0,211 0,141 

49 0,102 | 0,478 |17,393 | 0,645 | 0,066 | 0,043 0,065 0,042 

5g 0,058 | 0,476 | 32,161 || 0,660 | 0,028 | 0,019 0,028 0,019 
IC, | = 3,77 | | Cy | = 0,079 | | Ca | = 0,03, | | Co | = 4,55 | | C, | = 1,28 | | Ca | = 0,78 

3y 3] 3] 39 49 59 
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Den zeitlichen Verlauf von R und g veranschaulichen die bei- 
stehenden graphischen Darstellungen (vgl. Fig.7 u. 5). Als Beispiel für 


FRIILaR 
EDSA 


Nh | LA 
SEC Fr 


Maßstab: lcm = a, = 0,532.10—8 cm. 
Fig. 10. 


die Bahnformen sind zunächst die Bahnen 3, und 3, (vgl. Fig.9 u. 10) 
wiedergegeben; durch den Sprung 3, — 3, kommt die D-Linie zu- 
stande. Dann sind die Bahnen 3,, 32, 4,, 5, zusammengestellt (vgl. 


Pima =IIIIEFFS 
UEHEESNSPAEHEPI 
NITTO y 
BERNER SERKAN 
pi | D~ ee 


Maßstab = 5a 
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Fig. 11—15); durch die Übergänge 4,— 3, und 5, — 3, werden die 
zweite und dritte Linie der Hauptserie hervorgebracht. Daneben ist 
die 3,-Kreisbahn, die sich von der entsprechenden Wasserstoffbahn 
fast gar nicht unterscheidet, gestellt worden, um zu veranschaulichen, 
wie sich die Bahnen von gleicher Hauptquantenzahl zusammenzieben, 
je kleiner k wird, je tiefer sie also in den Rumpf eintauchen (der 
punktierte Kreis deutet den Rumpf an). 

Die obige Tabelle bestätigt die Konstanz von @,/w, für die 
Bahnen von gleicher azimutaler Quantenzahl, die aus der Konstanz 
des Termdefektes q bei den erwähnten Bahnen gefolgert wurde 
(vgl. 23b). 

Sehr gut stimmt auch die modellmäßig berechnete Schwingungs- 
zahl wy der 4,- und 5,-Bahn mit dem aus der allgemeinen Beziehung 
a; = i. = erschlossenen Werte überein. Dagegen fallen die 
w* für die verhältnismäßig kernnahen Bahnen 3, und 3, ganz heraus, 
bei denen die erwarteten Werte um fast 20 Proz. niedriger sind als 
die durch Rechnung gefundenen. 

Um Übereinstimmung zwischen den Werten von w*, die durch 
Ber und n gegeben sind, zu erzielen, lag es am nächsten, die Bahnen 
3, und 3, in ihrem äußersten Teile zu verändern, weil das Elektron 
die inneren Partien in verhältnismäßig kurzer Zeit durchläuft. So 
wurde versucht, den Kurvenzug (— 8) (s. Fig. 3) etwa von R = 3,5 
ab tiefer zu legen. Dadurch wird Rmax größer, und da das Elek- 
tron in dessen unmittelbarer Umgebung am weitaus langsamsten 
läuft, eine größere Umlaufszeit, also eine kleinere Schwingungszahl 
erzielt; doch wird dieser Gewinn zu eineın erheblichen Teile wieder 
dadurch kompensiert, daß die Fläche zwischen & und IJ größer und 
also das Integral T = a Eae in dem tiefer gelegten Gebiete 

y2 J VD+ & 
bis zu dem alten Rmax kleiner wird. Auf diese Weise hätte nur ein 
Bruchteil des in Frage stehenden Fehlers beseitigt werden können, 
und es wurden die Koeffizienten mit den Fuesschen Zahlen berechnet, 
da die folgende Diskussion es wahrscheinlich macht, daß die so er- 
halteneu Werte noch brauchbar sind !). 

Daß die berechneten Werte von @,/@, den richtigen nahe liegen, 
dafür spricht ihre Konstanz bei den p-Bahnen, außerdem dürften o, 


1) Eine genaue Korrektur der Q-Kurve, die außer den richtigen Term- 
werten auch richtige Schwingungszahlen liefert, ist in Angriff genommen. 
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und ®, ungefähr mit demselben prozentualen Fehler behaftet sein. 
Auch der Verlauf von ọ dürfte nahezu richtig dargestellt sein, denn 
für die äußersten Teile der Bahn, in denen der Fehler vermutet 
wird und in denen R nicht mehr stark variiert, kann man schreiben 


D =z; FF, und man sieht, daß ein Fehler òT nur mit einigen 


Prozent in ® eingeht. Damit ist auch gezeigt, daß 


cos |p — 24 (22 +4) w,| 

0 | 

in erster Näherung von der Korrektion ÒT nicht beeinflußt wird; 
erst in zweiter Näherung hat sie die Wirkung, die Nullstellen zu 


verschieben. Viel ungewisser und von der Art der Korrektion ab- 
hangiger ist die Änderung, die durch R an dem Koeffizienten 


a 1/ 


2 | R00s|p- 22 (2+ r) w Jaw, 
n 1 
0 l 


bewirkt wird. Zwar wird Rmin nicht und Rmax nur unwesentlich 
geändert, so daß die Endpunkte der Kurve Reos[ | bei w, = 01, 
festbleiben, aber die dazwischen liegenden Werte von R werden nun 
im allgemeinen zu anderen Werten w, gehören. 

In einem Falle bleibt aber auch die aus unserem Modell be- 
rechnete Abhängigkeit von R und w, richtig, nämlich dann, wenn 
wir annehmen, daß das Elektron jede Stelle der Bahn tatsächlich nur 
mit einem Bruchteil v/& der berechneten Geschwindigkeit durcheilt, 
und also jedem AT nun ein «JT entspricht (« = const > 1 ist so 
bestimmt, daß das neue 7,„ die richtige Schwingungszahl liefert). 
Wenn auf diese Weise die Korrektion 07 auf die ganze Periode 
gleichmäßig verteilt wird, bleibt die alte Zuordnung der R zu den 
w, erhalten, was unmittelbar aus der Definition von w, folgt. Und 
wenn auch die Korrektion anders in Erscheinung treten dürfte, so 
ist doch die Vermutung naheliegend, daß sich die eben dargelegte 
Näherung von den wirklichen Verhältnissen nicht allzusehr entfernen 
und ihrem Extrapolationscharakter gemäß noch ein ungefähres Bild 
der wahren Werte geben wird. Darum erwarten wir auch aus den 
berechneten Werten des Koeffizienten C, Ausdrücke für die Über- 
gangswahrscheinlichkeiten, die mit den wahren Werten vergleichbar 
sind. Etwa einer bestimmten Art der Mittelung den Vorzug zu 
geben, dazu reicht die Genauigkeit sicher nicht aus, aber daß einige 
charakteristische Züge sich in unseren Werten widerspiegeln, können 
wir erwarten. | Ä 


r 
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Wir stellen nun die Werte für die normierten Übergangswahr- 
scheinlichkeiten a? (a, = 1,34.10°.a*) zusammen,. wie sie sich nach 
den verschiedenen Mittelungsarten (vgl. 35f) ergeben; die in Klam- 
mern beigefügten Verhältniszahlen erhält man, wenn man wie in 
(35 g) die Gewichte einführt. | 


a | I | u © m | a 
r |(A=5890A)|(A=8302A) (A=2853A)| “1 fu Sa fae 
Co x’4 4, vor | 1: 1/, ; V/, 
a)—- SEEN 0,0610 0,0018 : | 0,0027 Per Aia 
vr 2 i G: Ya: Ya) j? 
ORT C2 "8. yc 
jy ee 0,0615 0,00163 | 0,00092 ae s8 : 1/67 2,54 
2 (1: 1/33 : */108) 
, r ” r Il: 1 ` 1 
c) "(020 or +CPar | 0,0627 0,0029 0,00078 |. ns 2,58 
e /16° /67 
ve ‘ L/ 1y | 
' D ” ” , 1: : | 
da) — (Cow + Cat 0,0644 0,0069 0,00242 Er. 
X y : ? ’ (1 : 1/5 : V14) n 
a 1 1/ 1), | 
Ga "9 "9 k 4 : 7 
e) -> (Cr +03’) 0,0663 0,0177 | 00101 fai 510) | 2,73 


a, ist im Mittel 0,84.108. 
Mit den gefundenen Werten von af gehen wir zur Prüfung der 
Absolutwerte in (40) ein; es wäre zu une 


I as: 
re op) = of = 2 


Die errechneten Werte zeigt die letzte Spalte der obigen Tabelle. 

Der erwartete Wert 2 wird immer überschritten. Obwohl die 
C, verhältnismäßig sicher bekannt sind, ist es möglich, daß die Ab- 
weichungen noch in dem Fehlerbereiche liegen. Vielleicht kann man 
aber, wegen der Herleitung von Gleichung (43a), nur eine ungefähre 
Übereinstimmung fordern !). 

Bemerkenswert ist, wie wenig der Zahlenwert von a, von der 
Mittelung abhängt. Das ist offensichtlich darin begründet, daß A 


und Co einerseits und V, @ und ©, andererseits ungefähr Biene 
32 31 % 


1) Herr Prof. Reiche machte mich darauf aufmerksam, daß die Tatsache, 
daß Gleichung (43a) auf Grund magnetischer Messungen (siehe Ladenburg- 
Minkowski, 1. c.) abgeleitet worden ist, von entscheidendem Einfluß sein 
könnte. Berücksichtigt man bei der Berechnung der Koeffizienten die Auf- 
spaltung der Terme in einem äußeren Magnetfelde, so ergeben sich für die 
Übergangswahrscheinlichkeiten Werte, die kleiner sind als die ursprünglichen ; 
die Richtung der Korrektion liegt also in dem Sinne, wie sie durch die Laden- 
burgsche Beziehung (43a) gefordert wird. 
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Werte haben und daß darum Anfangs- und Endbahn in gleichem 
Maße zum Mittelwerte beitragen. 

Die a, und a, dagegen variieren stark mit der Mittelung; bei 
(a) bewirken die @, daß die Endbahn, bei (d) und (e) die Ko- 
effizienten, daß die Anfangsbahn ausschlaggebend wird. Bei (b) und 
(c) sind die Einflüsse von Anfangs- und Endbahn leidlich ausgeglichen, 
und es ist bemerkenswert, daß gerade bei diesen beiden Mittelungen 
Werte für das Verhältnis a:a, :a,, resultieren, die in Anbetracht der 
Meßfebler, die ungefähr 30 Proz. betragen können, sich befriedigend 
mit dem erwarteten Verhältnis 1:1/.6:1/,;; 9 decken. Daß die Mitte- 


„9 
lung (e): (a; = v” EA 


gebt parallel mit den Resultaten von Hoyt!). Die Mittelung (a) 
liefert wohl das rasche Absinken von a, zu a,, läßt aber a, größer 


als a, werden; leider sind die Koeffizienten C, und C,, die recht 


sehr schlechte Übereinstimmung gibt, 


unsicher sind, dafür maßgeblich, so daß man nichts daraus schließen 
kann. Die Einfübrung der Gewichte läßt das Ergebnis qualitativ 
ungeändert. 

Zusammenfassend darf man wohl sagen, daß sich die charak- 
teristischen Züge der Meßresultate von Bevan, nämlich das rasche 
Absinken vom ersten zum zweiten Gliede und das viel geringere 
vom zweiten zum dritten, in den korrespondenzmäßig berechneten 
Wabrscheinlichkeiten wiedererkennen lassen. 

Herr Prof. Reiche hat diese Arbeit angeregt. Dafür und für 
sein allezeit förderndes Interesse möchte ich meinem verehrten Lehrer 
auch an dieser Stelle vielmals danken. 


1) Phil. Mag. 46, 135, 1923. 
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Über den Bewegungsverlauf und die Quantenzustände 
der gestörten Keplerbewegung. 
Von W. Lenz in Hamburg. 
(Eingegangen am 2. April 1924.) 


Die säkulare Bahnstörung der Keplerbewegung kann in den wichtig- 
sten Fällen mit den Hilfsmitteln der elementaren Mechanik 
gefunden werden. Aus der Kenntnis der Frequenzen einer als 
mehrfach periodisch erkannten gestörten Bewegung lassen sich ohne 
Zuhilfenahme der Separationsmethode die Quantenbedingungen an- 
geben. Der Fall gleichzeitiger Wirkung eines elektrischen und 
magnetischen Feldes auf das H-Elektron wird durchgerechnet. 


Der Zweck dieser Mitteilung ist zunächst, zu zeigen, daß der 
Bewegungsverlauf der gestörten Keplerbewegung in vielen Fällen, 
- einschließlich des Falles der gleichzeitigen Wirkung eines elektrischen 
und eines beliebig dazu orientierten magnetischen Störfeldes, mit den 
elementarsten Mitteln der Mechanik gefunden werden kann. Von den 
bisher vorliegenden Methoden kommt einem solchen Ziel am nächsten 
eine von Bohr angegebene Methode!), wie auch eine soeben er- 
schienene Erweiterung dieser Methode auf den Fall gekreuzter Felder 
durch O. Klein?) Doch wird in beiden Verfahrungsweisen ganz 
wesentlich von den Ergebnissen der allgemeinen Störungstheorie Ge- 
brauch gemacht; sie sind ohne dieses Hilfsmittel der höheren Mechanik 
nicht durchführbar. Es mag nun als nicht unwichtig erachtet werden, 
den Schatz an Problemen, die sich auf dem Boden der elementaren 
Mechanik erledigen lassen, um einige zu vermehren, denen in der 
Atomphysik eine so ausgezeichnete Stellung zukommt. Dies veranlaßt 
mich, wenn auch in abgekürzter Form, so doch im vollständigen Zu- 
sammenhang, einige Überlegungen ®) mitzuteilen, die angesichts der 
inzwischen erschienenen Arbeit von O. Klein sachlich nicht viel Neues 
bringen. In ihrem ersten Teil enthalten sie lediglich die Behandlung des 
Störungsproblems im Rahmen der elementaren Mechanik. Auf Grund der 
Kenntnis des Bewegungsverlaufs kann bekanntlich mittels des an das 
Korrespondenzprinzip anschließenden Bohrschen Verfahrens die Fest- 
legung der Quantenzustände ohne Zuhilfenahme von Koordinaten ge- 


1) N. Bohr, Über die Quantentheorie der Linienspektren, 8.101. (Über- 
setzt von P. Hertz.) Braunschweig, Friedr. Vieweg & Sohn Akt.-Ges., 1923. 

2) O. Klein, ZS. f. Phys. 22, 109, 1924. 

3) Sie wurden in der hier mitgeteilten Form im wesentlichen auf der Tagung 
des Gauvereins Niedersachsen der Deutschen Physikalischen Gesellschaft am 
9. Februar 1924 in Braunschweig vorgetragen. 


| 
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wonnen werden. In dieser Hinsicht finden sich im zweiten Teil einige 
Bemerkungen und Modifikationen, die wesentlich den Zweck verfolgen, 
die Bohrsche Methode in einem ganz einfachen Zusammenhang zu 
erläutern und ihre Fruchtbarkeit zu erweisen. Der Nachdruck ist 
hierbei auf den Umstand zu legen, daß die Quantenzustände ohne 
Anwendung der Separationsmethode und überhaupt ohne unmittelbare 
Heranziehung des Begriffs der Wirkungs- und Winkelvariablen ge- 
funden werden. 


I. Der Bewegungsverlauf der gestörten Keplerbewegung. 


1. Hilfsmittel. Zur Bestimmung der Ellipse nach Lage und 
Gestalt ist erforderlich die Kenntnis der Lage der Bahnebene, der 
großen Achse nach Richtung und Größe und der Exzentrizität. Dies 
wird zunächst für die ungestörte Keplerbewegung gewährleistet durch 
Angabe des Impulsmomentes 3 und eines gleichfalls zeitlich konstanten 
Vektors A, den wir den Achsenvektor nennen wollen und der aus 
einer weniger bekannten, sogleich zu skizzierenden Integrationsmethode?) 
der Bewegungsgleichungen folgt. Bedeutet in üblicher Schreibweise 
Ze die Ladung des Kerns, m und —e die Masse und Ladung des 
Elektrons, r, r und rọ den Radiusvektor in Richtung Kern—Elektron 
bzw. dessen Betrag und Einheitsvektor und 3 = = mv den insarliapals; 
so hat man: 


j = —Ze- „> 3 = [tg] = mr? [ro io], (1) 


und es ergibt sich wegen Fi durch Ausdifferenzieren, daß der 
Achsenvektor: 


Q = 


[Sg] + to | (2) 


zeitlich konstant ist. Die Benutzung dieses Vektors setzt uns instand, 
der Hilfsmittel der Stérungstheorie zu entraten. Die Bedeutung von 
A ergibt sich durch Aufstellung der in (1) und (2) enthaltenen Be- 
wegungsgleichung, die durch skalare Multiplikation von (2) mit r 


etm 


entsteht: Zem(Ar) = — (BI) + Zemr, 
und die in die Form gebracht werden kann: 
l 1 (33) 


y gU) PS gam FHA P= AG (8) 


Ersichtlich liegt also X in Richtung Kern—Aphel und ist dem Be- 
trage nach gleich der Exzentrizität. Da bekanntlich p = a(l— e), 
so sind durch X und 3 Gestalt und Lage der Ellipse ae be- 


1) Vgl. C. Runge, vektoruna, S. 68 ff. Leipzig, S. Hirzel. 
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stimmt. Die Gleichung der ungestörten Ellipse kann daher geschrieben 
werden { —= 0, $ = 0. Im Störungsfalle sind beide Vektoren pro- 
portional den wirkenden Kräften veranderlich. Es soll der Gang der 
Überlegungen für den Fall des elektrischen Störfeldes skizziert werden, 
woraus sich der Fall gekreuzter Felder unmittelbar ergibt, und ferner 
die elektrisch gestörte relativistische Periheldrehung Erwähnung finden; 
dabei sollen die störenden Felder bzw. Ursachen so klein genommen 
werden, daß nur ihre ersten Potenzen berücksichtigt zu werden brauchen. 

2. Störendes elektrisches und magnetisches Feld. Sei € 
das angelegte elektrische Feld, dann tritt in (1) zu g auf der rechten 
Seite ein Term —e€ hinzu und es wird $ — —e[rG]. Da nur die 
langsame, säkulare Änderung der Bahngestalt zu betrachten ist, so hat 
man $ über einen Umlauf der ungestörten Bahn zu mitteln. Der 
dabei auszuführende Mittelwert T — R bezeichnet nach Bohr die Lage 
des elektrischen Schwerpunkts und hat den Betrag $ae, so daß wir 
erhalten: 


LY — +e[ER, R == Žal. (4) 


Für die langsame zeitliche Änderung des Achsenvektors findet man 
nach kurzer Rechnung !): 


zm DU — 3 


Mn aa) 
Tritt ein Magnetfeld 5 hinzu, so könnten die entsprechenden Ausdrücke 
wieder durch Mittelbildung über die aus (l) und (2) zu erhaltenden 
zeitlichen Änderungen von 3 und A gefunden werden ?). Es ist aber 
unmittelbar ersichtlich, daß das Magnetfeld nur das Hinzutreten eines 
Gliedes bewirken wird, das eine Larmorpräzession von und X bzw. R 
bedeutet. Bezeichnet man die Winkelgeschwindigkeit der Larmor- 
präzession mit Wmagn, 80 entsteht aus (5) nach Multiplikation mit $ a 
und aus (4): 


[€3]. (5) 


DS ‚ DR 9 a 
Dt “er e|ER] F [10 magn 3]; Di = 4 Fom [ES] + [magn R] (6) 


in Ubereinstimmung mit Gleichung (3) und (11) bei Klein. Das auf 
der linken Seite der zweiten Gleichung (6) eigentlich hinzutretende 
Glied RDa/Dt ist fortgelassen, weil a aus energetischen Gründen 


1) Man findet zunächst aus (2): Zenit = [[Erje] + [E3] = — € (t9) 
+ r(€g) + [EY. Das erste Glied ist die Hälfte von mdr?€/dt, sein Mittel- 
wert verschwindet daher, ebenso wie derjenige von g(r) + r(g€), weil dies 
gleich dmr(r€)/dt, so daß 21(gE) = r(g&) —g(r6) = [E3]. 
' 2) Die hierzu erforderlichen Mittelwertbildungen findet man zum Teil bei 
O. Klein, 1. e., 8. 112. 
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nur um feldproportionale Beträge von seinem ungestörten Wert ab- 
weichen kann und daher die langsame zeitliche Änderung von a not- 
wendig den zu vernachlässigenden Quadraten und Produkten der 
Feldstarken proportional ist. Mit den Abkürzungen: 


K? = 2 > Wel = KG; Wmagn = 2 9; (Ta) 


T 4 Zm’ 2mc 
w = We + Wmagn; Wg = — We) + W magns 
' (Tb 
MER+IH R=R-É9 en 
entsteht dann aus (6): 
DR DR 
Dr = [m R]; Saar = [mw Ra] (8) 


in Übereinstimmung mit (14a) und (14b) bei Klein. 


Nun ist eine willkürliche Anfangslage und Gestalt der Ellipse 
durch Wahl von 3 und X, d. h. auch von 3 und R, festgelegt; nach 
(7b) bedeutet dies die willkürliche Vorgabe von R, und R, Mit Rück- 
sicht auf die Beziehung p = a(1—é?) erkennt man aus (7a,b) und 
(3) unschwer, daß |R, | = |R,| = Ža. Zwei willkürlich vorgegebene 
Vektoren von dieser Länge führen also nach (8) Präzessionsbewegungen 
mit bekannten Winkelgeschwindigkeiten aus; ihre halbe Summe gibt 
in jedem Augenblick den Ort des elektrischen Schwerpunkts, ihre 
halbe Differenz den mit K/e multiplizierten Impuls an. Damit ist aber 
der Wandel von Lage und Gestalt im Laufe der säkularen Störung 
bekannt. 


3. Die relativistische Periheldrehung. Man führt in die 
Definition (2) des Achsenvektors die Rubmasse m, statt m ein und 
findet bei Abwesenheit störender Felder unter Benutzung des Energie- 


satzes: 
. x l Zen, 
i = (1-")i, = (w+ io (9) 


0 M,C? 


indem (m — m,)c? die kinetische und W die Gesamtenergie darstellt. 
Bei zeitlicher Mittelbildung über einen Umlauf der ungestörten, d.h. 
nicht relativistischen Bahn fällt das erste Glied der Klammer fort, 
und das zweite geht unter Benutzung von (3) und wegen écos o = (Ar) 
über in: 

DY fet 1 zn 


Di aan A), (10) 
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woraus, wenn T die Periode des Keplcrumlaufs bedeutet !): 


a 2 

pa = [wrea A]; Wrei = Ba (11) 
Ersichtlich bedeutet (11), daß sich die Achse der Ellipse mit der 
Winkelgeschwindigkeit we um die Richtung des Drehimpulses be- 
wegt. Wird in der ersten Gleichung (1) zur Coulombachen Kraft 
eine Zentralkraft xro/r® hinzugefügt, so entsteht wegen der zweiten 
Gleichung (1) aus (2) für die zeitliche Änderung von A ein Ausdruck, 
der sich von (10) nur dadurch unterscheidet, daß der Faktor Z2et/c 
um m% vermindert erscheint. Wir gewinnen so das Bohrsche Er- 
gebnis, daß die relativistische Periheldrehung durch eine Zentralkraft 
(x = Z?2et/m,c?) aufgehoben werden kann. 

Für die durch ein elektrisches Feld gestörte Bewegung der 
relativistischen Keplerellipse werden die Rechnungen umständlicher, 
man kann sich aber unschwer über den allgemeinen Bewegungsverlauf 
bei schwacher, störender Kraft € Rechenschaft geben. In (9), (10) 
und (11) treten ersichtlich in ‚€: lineare Glieder hinzu?); der über eine 
Periode der Periheldrehung gemittelte Wert von X bzw. R wird daher 
jetzt nicht mehr verschwinden, sondern mit Rücksicht auf die Sym- 
metrieverhältnisse geschrieben werden können R = a.€ + a, |E].3, 
wo a, und a, von der Feldstärke unabhängige Konstanten sind. Da 
(4) unverändert fortbesteht, so ergibt die Mittelung über eine Periode 
der Periheldrehung A 3/At=e[€R] = ea, .|€E| [E3], d. b. der Dreb- 
impuls führt eine langsame Präzession um die Feldrichtung aus, deren 
Winkelgeschwindigkeit dem Quadrat der Feldstärke proportional ist, 
wie schon von Kramers?) gezeigt. 

4. Die Energie der gestörten Bewegung. Die Störungs- 
theorie beweist mit großer Allgemeinheit, daß für gestörte mehrfach 
periodische Systeme die Störungsenergie bei kleinen Störungen bis 
auf quadratische Glieder in den Störungskräften während der säku- 
laren Störung ungeändert bleibt. Dieser Nachweis kann in den oben 
durchgerechneten Einzelfällen folgendermaßen geführt werden: Man 
legt die störenden Einflüsse quasiadiabatisch an die mit der Energie W, 


1) Aus Symmetriegründen steht nämlich der gemittelte Vektor der rechten 
Seite von (10) senkrecht auf A, seine augenblickliche Komponente in der Rich- 
tung von [XA] ist A.cos?@. Pp, da ja |t)' = W, also der zeitliche Mittelwert 
gleich A. rr/t und vektoriell [JA]. m/t 3]. 

2) Nicht nur wegen (1) und (2) in der ersten Gleichung (9), sondern auch 
in der zweiten Gleichung (9), da die potentielle Energie jetzt um den Term e (Cr) 
vermehrt erscheint. 

3) H.A.Kramers, Intensities of Spectral Lines. D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. 
Skrifter, 8. Række, III, 3, (1919), bes. Fußnote auf 8.78. 
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verlaufende ungestörte Bewegung an, d. h. man bringt die störenden 
Einflüsse so langsam auf ihren Endbetrag, daß das Elektron dabei 
viele Umläufe in der Keplerellipse ausführt, aber doch andererseits 
so schnell, daß noch keine merkliche säkulare Störung inzwischen statt- 
gefunden hat. 

Bei Einhaltung dieser Bedingung kann das Keplersystem hin- 
sichtlich der Wirkung einer störenden elektrischen Kraft € als fester 
elektrischer Dipol vom Moment — et und hinsichtlich eines störenden 
Magnetfeldes § als fester magnetischer Dipol vom Moment — Je/2 me 
betrachtet werden!). Bezeichnet 82 die Energieänderung des Systems 
nach Anlegung der Störkräfte, so ist mit Rücksicht auf die Ab- 
kürzung (7a): | 


Q = e (RE) + (magn 3), (12a) 
was nach Einführung der Abkürzungen (7b) übergeht in: 


| s = 3% {(10, 91) — (WR) (12b) 


und wegen der Präzessionseigenschaften (8) von R, und R, während 
der langsamen Bahnänderungen unverändert bleibt. Bei Klein wird 
als Ergebnis der Störungstheorie die Konstanz von (12a) bzw. (12b) 
vorausgesetzt ?). 


1) Der Nachweis dieses Verhaltens kann etwa folgendermaßen erbracht 
werden: Sei die potentielle Energie V des Systems von einem zeitlich ver- 
änderlichen Parameter a abhängig, so ist, falls W die gesamte und T die kine- 
tische Energie bedeutet: 


= 7 EE Nysa 


Da nun t= (Rv) und co = — grad V (a) in jedem Augenblick die wirkende 
Kraft bedeutet, so heben sich die beiden ersten Terme fort, und bei langsamer 
Änderung von a = |Č| gemäß der im Text gemachten Festsetzung ergibt die 
nl 
W— MW = Q = a. = e(r©) = e(RE). 

Hinsichtlich der magnetischen Energie beachte man, daB sie vollkommen in der 
kinetischen Energie angetroffen wird, die die Larmorpräzession magn dem 
System mitteilt. Sei 0 die Geschwindigkeit in irgend einer Bewegungsphase vor 
Anlegung des Magnetfeldes, so ist sie nachher gleich d + [W magn 1] und daher 
die kinetische Energie bis auf lineare Glieder in 9 um den Betrag m (v [W magn t]) 
vermehrt, d. h. nach Umordnung der Vektoren um den Betrag (tnagn S). Statt 
dessen könnte man mit Langevin natürlich auch die Arbeit ermitteln, die von 
der bei Veränderung von § induzierten elektrischen Kraft am Elektron ge- 
leistet wird. 

2) l.c. Formel (18); man beachte die in einem Faktor e sich unterscheidende 
Definition von Ä. 


De gi 
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Hinsichtlich der relativistischen Keplerbewegung genügt die Be- 
merkung, daß die bei Bohr!) eingeführte Größe P wegen (11) die 


Bedeutung hat: 
F = — (wre 9). : (13) 


II. Die Quantenzustande der gestörten Keplerbewegung. 


5. Methode. Ein von der Krücke der Koordinaten nicht Ge- 
brauch machender naturgemäßer Weg, der von der Spektralformel 
unmittelbar zur Aufstellung der Quantenbedingungen hinleitet, kann 
auf Grund des Korrespondenzprinzips in folgender Weise gefunden 
werden: Aus einer Spektralformel v = T”’—T', in der die Terme 
T” bzw. T’ von den Quantenzahlen ny, no, ng... bzw. ni, No g... ab- 
hängen, gewinnt man im Grenzfall großer Werte der n und da- 
gegen kleiner Differenzen A n = n"—n’ bekanntlich einen Ausdruck 
v = Z o; An; bzw. für die Energiedifferenz der beiden Zustände 
AW=20o.hAn; in klassischer Ausdrucksweise würde man 
hierbei v als Kombination von Oberschwingungen der Grundfrequenzen 
@; bezeichnen. Stellt sich nun die Bewegung des entsprechenden 
mechanischen Systems als mehrfach periodisch heraus mit gewissen 
Frequenzen @, und kann die Energiedifferenz benachbarter Zustände 
durch solche Konstanten der Bewegung J; beschrieben werden, daß 


dW = Za, oh, (14) 


so ist auf Grund des Korrespondenzprinzips die Annahme nahegelegt, 
daß ðI, — h A ng, d. bh. bis auf eine additive Konstante J, = hny . 
Im Falle der ungestörten Keplerbahn kann die geeignete Bewegungs- 
konstante J unschwer gefunden werden. Es ist zunächst in der üblichen 
Bezeichnungsweise: 
1 /Ze’\" Ze Ze? 
Ir Ze) ; WS S55 OW = gyp tA (15a) 
Setzt man die letzte dieser Gleichungen gleich @dJ, so folgt durch 
Integration bis auf eine additive Konstante: | 
I = 2n(Ze:ma)''. (15) 


Entsprechend wird im nächsten bei der gestörten Be- 
wegung verfahren. 

Die Festlegung der additiven Kae hat so zu erfolgen, daß I 
gegenüber beliebigen adiabatischen Transformationen invariant bleibt, 
bei denen der ein- bzw. mehrfach periodische Charakter der Bewegung . 


0 = 


4 


1) N. Bohr, 1. c., 8. 92 [Formel (70)]. | 
| 15* 
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nicht geändert wird. Man kann einer so allgemein gearteten Forde- 
rung gegenüber entweder versuchen, die möglichen Klassen von zu- 
lässigen Trausformationen im Sonderfall zu ermitteln und die Invarianz 
der J hinsichtlich derselben zu beweisen, oder man stützt sich auf 
einen Satz von Burgers!), der ein einfaches Kriterium dafür liefert, 
daß die Iuvarianzforderung in der verlangten allgemeinen Weise er- 
füllt ist. Dieser Satz ist von Bohr?) in die einfache Gestalt ge- 
kleidet, daß für jede beliebige, durch die J, charakterisierte Bewegung 
Ew, Ir = 2 Exin sein soll, wenn Ey, den zeitlichen Mittelwert der 
kinetischen Energie des Systems bedeutet, genommen über eine so lange 
Zeit, daß das System näherungsweise alle Bewegungsphasen durch- 
laufen hat. Im Falle der relativistischen Dynamik tritt an Stelle von 
2 Exin der Ausdruck Ekin + F, wenn F das kinetische Potential be- 
deutet; andererseits kann auch geschrieben werden Exin + F = 2mv?, 
wenn m = m,/¥1— (v/c)? die bewegte Masse bedentet. 

In der angegebenen Form gestattet der Satz noch eine weitere 
Vereinfachung, die für seine praktische Anwendung öfters bequem ist. 
Sei g = mv der Linearimpuls des Massenpunktes in der relativistischen 
Dynamik, dann geht man in bekannter Weise, wenn & = g die wir- 
kende Kraft bedeutet, zum Virial (r®) der Kraft über: 


d Zul, n 
+7 (tg) = (vg) + (eR); 0 = mot + ER. (16) 
Daher kann der Satz von Burgers auch geschrieben werden: 
00; Ty = 2 Fin z= — Z (rR), (17) 


gleichgültig, ob man es mit gewöhnlicher oder relativistischer Dynamik 
zu tun hat. Da wegen (1) (r8) = + Epot, so liefert (16) (rR) = 2 W 
und man erkennt, daß (17) durch (15) mit Rücksicht auf (15a) für 
jede beliebige Bewegung des ungestörten Elektrons erfüllt wird, d. h. 
(15) ist gleich nh zu setzen. - 

Ferner bedarf die von Bohr angegebene Gestalt noch einer 
Modifikation für den Fall, daß die wirkende Kraft kein Potential be- 
sitzt, also im Falle der Wirkung eines magnetischen Feldes. Dann ist 
nämlich zu fordern: 


& 0% Ir — Z (rR) — (3 wWmagn), (17a) 
wobei & die Kraft einschließlich der durch das Magnetfeld ver- 
ursachten Lorentzkraft, ð den Gesamtimpuls und Wmagn die Larmor- 


1) J. M. Burgers, Comm. Leiden, Suppl. Nr. 41, 8.41, 1916; N. Bohr, ZS. 
f. Phys. 18, 122, 1923. 
2) N. Bohr, The Effect of Electric and Magnetic Fields on Spectral Lines. 
London, Proc. Lond. Phys. Soc. 1923, 8. 283. 
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präzession (7a) bedeutet. Da (17a) auch für inhomogenes Magnetfeld 
gilt 1), so ist die Mittelung auch über die Larmorpräzession zu erstrecken 
und dabei in (7a) an Stelle von © der Mittelwert des magnetischen 
Feldes zu setzen, genommen über eine zwischen der augenblicklichen 
Bahn ausgespannte Fläche. | 

Zusammenfassend ergibt sich die folgende Vorschrift: Lassen 
sich bei bekanntem mehrfach periodischen Bewegungsverlauf mit be- 
kannten Frequenzen @, solche Konstanten J der Bewegung ermitteln, 
für die bei beliebiger Wahl der I sowohl (14) als (17) bzw. (17a) 
erfüllt ist, dann lauten die Quantenbedingungen Ik = ngh. 

6. Die Quantenzustände der gestörten Keplerbewegung. 
Die Bewegung des Elektrons in der gestörten Bahn läßt sich offenbar 
in mehrfach periodischer Form ausdrücken durch die Umlaufsfrequenz @ 
von Perihel zu Perihel gerechnet und durch die beiden Winkel- 
geschwindigkeiten (7b), die zu den Frequenzen 227, = |w,| und 
22% @, = |w,| Veranlassung geben. Die Umlaufsfrequenz w ist gestört 
und kann etwa mittels der Eulerschen Störungsmethode gefunden 
werden, wenn man es aus systematischen Gründen vermeiden will, 
Sätze der höheren Dynamik anzuwenden. Wir wollen hier nur das 
Ergebnis einer solchen Rechnung angeben: 

_ e RON, 

o = a ( — aW (18) 
wobei ©, und W, die Frequenz und Energie der ungestörten Be- 
wegung bedeuten und R zu mitteln ist über die langsame, säkulare 
Veränderung. Nunmehr ist (14) zu erfüllen. Zunächst kann (12b) 
wegen |R, | = |R| = 3a/2 und mit Rücksicht auf (7a) und (15) 
geschrieben werden: 

Icos?, Icos®, 


Q = Dh iy ek ag = @, l, + ©, h, (19) 

» 1) Die linke Seite in (17a) bedeutet in generalisierten Koordinaten und 
Impulsen eigentlich Z PQ = dZPQ/dt—ZYP, so daß bei der zeitlichen Mittel- 
bildung rechts das negative generalisierte Virial bleibt. Werden die Q als die 
rechtwinkligen Komponenten von t gewählt, so sind bekanntlich die P als die 


Komponenten von g — £ P zu wählen, wenn das Vektorpotential P durch 9 = rot $ 


ee ist, und das mer Virial kann geschrieben werden: — 2 QP= = — (Kr) t) 
non 2 (<P) = — (Rr) — — = (0 P). Nun ist wegen des Stokesschen Satzes (v $) 
= §($d8) = f (Odo), wenn do das Element einer zwischen der Bahn des Elek- 


ER 1 
trons ausgespannten Fläche bedeutet, so daß sich also mit do = 5 [rdr] = 5 [ro] dt 


(SD) = (SW nagn); wegen der Bedeutung von 9 siehe Text. 


; ean, _ 
au! une Er 
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wenn unter 9, und @, die beiden Präzessionswinkel der Vektoren X, 
und X, verstanden werden, und wenn im Hinblick auf (14) versuchs- 
weise neue Bewegungskonstanten J, und I, eingeführt werden, die 
zusammen mit I die große Achse der Bahn und die Präzessionswinkel 
festlegen. Da nun W = W, + 8 und nach (15) OW, = @,6I, so 
kommt insgesamt: 


en 


SW (m H ST ty It MdL + MdL, 

und es ist noch nachzuweisen, daß der Faktor von OJ mit (18) iden- 
tisch ist. Hierzu bemerkt man, daß z. B. (2r7)?o0,d@, = (ww, öw,). 
Da nach (7b) ôw, = wa. Ô log K, und mit Rücksicht darauf, daß nach 
(15) in K und I die Bewegungskonstante a mit der gleichen Potenz 


eingeht und also dlog K = Ô log I, so folgt: 


(w wa) L (w wa) I, 


a en —_ 
az et oma I Om, I 


Mths 


Um (18) auf die gleiche Form zu bringen, beachte man, daß 2 R = R, 
+ R, und daß der zeitliche Mittelwert dieser beiden Vektoren mit 
ihrer Komponente auf die jeweilige Präzessionsachse zusammenfällt; 
man hat daher w? R, = w, (Rı w,) und analog für R,, so daß wegen 
Œ = wa/K und mit Rücksicht auf die Bedeutung von (mw, R,), die 
sich aus Vergleich von (12b) und (19) ergibt, und endlich wegen der 
in § 5 gefundenen Beziehung &I = — 2 W, die Form (18) in die 
vorstehende übergeht. Damit ist die Forderung (14) erfüllt. 

“Wir zeigen ferner, daß bei der vorgenommenen Wahl der I die 
Forderung (17a) erfüllt ist. Da zu der Kraft (1) im allgemeinen 
Fall noch die Störkraft — e€ — e[vH]/c hinzutritt, so kommt: 


(Rt) = — Ze — e (RE) — 2 GH) = En — 28, 

è 
da ja die Umordnung des skalarvektoriellen Produkts auf 2 (3 wmogn) 
führt. Indem nach (16) (Rr) = = — 2 Ein, 80 gewinnt man aus vor- 
stehender Gleichung — En = W — 2 Q = MW— & und also 
(Rr) = 2M—2%. Indem man noch beachtet, daß nach (12a) 
(I Wmagn) = Q — e (ER), erhält man für die rechte Seite von (17a): 


ee IE ER) 
— (Kr) — (Swmagn) = — 2 Wo (1- N +8, 


was aber wegen — 2 W, = ©, I mit Rücksicht auf (18) und (19) af 


der linken Seite von (17a) identisch wird. Da die I somit dem S 
# 
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von Burgers und der Bedingung (14) zugleich genügen, so ist zu 
setzen: 


a a 
I—2x(Zema)' -nh; I =1 2; 1 enh; L=—I ; 2 — nah. 
Man gelangt so zur Epsteinschen Formel für die Energiezustände: 
WwW R 
gee + 0, n — O: M, 


wobei (20) 


K 2 
(22)20} a = K (EC) + (HE) + gra (69) 


und K die Bedeutung (7a) hat. In einer kurzen Mitteilung der Er- 
gebnisse seiner Rechnung führt Epstein ein zam Energieausdruck (20) 
hinzutretendes Glied von der Gestalt Wmagn - sin (€H).n.0/2% an, in 
dem 0 je nach den Bedingungen 0, +1 oder — 1 sein kann. Wir 
müssen daher verlangen, daß Ò immer gleich Null zu setzen ist. Es 
ist auch unmittelbar physikalisch plausibel, daß ein Glied von der 
angegebenen Gestalt nicht auftreten kann, da dieses ja mit ver- 
schwindender elektrischer Feldstärke endlich bleibt und also wegen 
des Faktors sin(€) ein beliebig kleines elektrisches Feld auf die 
Energie der Quantenzustände einen beträchtlichen Einfluß haben könnte. 

Auf die Festlegung der Quantenbedingungen für die relativistische 
Keplerbewegung soll hier nicht eingegangen werden, ebensowenig 
auf die Frage der Intensitäten der Linien, die nach (20) zu erwarten 
sind, und die auf Grund der Kenntnis des Bewegungsverlaufs korre- 
spondenzmäßig ermittelt werden können. 
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Die adiabatische Transformation 
der Keplerellipse in die harmonische Ellipse. 
Von Harald Geppert in Göttingen. 
Mit vier Abbildungen. (Eingegangen am 5. April 1924.) 


Es wird zunächst gezeigt, wie verschiedene Quantenzustände eines 
bedingt-periodischen Systems adiabatisch ineinander transformiert 
werden können. Genau ausgeführt wird die Transformation der 
Kepler- in die harmonische Ellipse durch strenge Integration und 
Quantelung der Anfangs-, der End-, und einer gewissen Zwischen- 

bewegung, die durch das Verschwinden der Diskriminante charak- 
terisiert ist, sowie durch Behandlung der anschließenden Zustände. 
Gefunden wird ein völlig einheitlicher Übergang in den die Bahn 

bestimmenden Perioden, wie ihn die Figuren zeigen. 


§ 1. Die mechanische Transformation stationärer Zu- 
stände. Das Bohrsche Beispiel. Die Adiabatenhypothese stellt 
an ihre Spitze den Satz, daß die Bewegung eines beliebigen Atom- 
systems in den stationären Quantenzuständen durch Anwendung der 
gewöhnlichen Mechanik berechnet werden kann, nicht nur unter kon- 
stanten äußeren Bedingungen, sondern auch während einer unendlich 
langsamen, gleichmäßigen, d. h. adiabatischen Veränderung derselben, 
wie sie etwa durch die stetige Variation eines freien Parameters 
erreicht wird. Eine solche adiabatische Transformation ist dadurch 
charakterisiert, daß während ihres Verlaufes gewisse Funktionen der 
Koordinaten gą, in denen die Hamiltonsche Differentialgleichung des 
Systems separierbar wird, und der Impulse p, unverändert bleiben, 
die diesetwegen als „adiabatische Invarianten“ bezeichnet werden. Zu 
den letzteren zählen in der Hauptsache die Phasenintegrale, solange 
die vorausgesetzte bedingt-periodische Bewegung nicht entartet.. Setzen 
wir also: 


I= È pda Ge = laf); (1) 
so lauten die adiabatisch invarianten Quantenbedingungen: 
Jy = Ng. h, (2) 


wo n, ein System positiver ganzer Zahlen bedeutet. 

Eine einfache Zusammenfassung erfahren diese Bedingungen in 
dem Falle, daß wir es mit einem System von mehreren Freiheitsgraden 
zu tun haben, in dem die Bewegung für jeden Freiheitsgrad un- 
abhängig von den Anfangsbedingungen einfach-periodisch ist, so daß 
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das Gesamtsystem eine Periode 0 hat!). Gibt dann x, an, wie oft 
die Periode der vten unabhängigen Koordinate q, in der Gesamt- 
periode 6 enthalten ist, so ist: 


J = > (9:44, + Pods +++: + prda) 
(9) 

= sd + tada toes b xede = (an +--+ + Hpns)h = nh. (3) 

Gestattet das betrachtete System in einer unendlichen stetigen 
Mannigfaltigkeit von Koordinatensystemen eine Variablenseparation 
— was fast durchweg der Fall ist —, so ist klar, daß die eine Be- 
dingung (3) stets in irgend einem der möglichen Koordinatensysteme 
äquivalent ist mit der Gesamtheit der Bedingungen (2), so daß fiir 
ein solches periodisches System, ähnlich wie für ein einfach-periodisches, 
die eine Quantenbedingung (3) ausreichend zur Festlegung der Be- 
wegung ist, wie ja bekanntlich auch die Energie sich in diesem Falle 
allein durch die Größe J ausdrücken läßt. Erfolgt eine adiabatische 
Transformation dieses periodischen Systems so, daß das System in 
jedem Augenblick streng periodisch und vom selben Typ wie das 
ursprüngliche System ist, so ist J die adiabatische Invariante desselben 2). 

Ein periodisches System der betrachteten Art ist ein wichtiges 
Hilfsmittel zur Lösung des Problems der mechanischen Transformation 
der Quantenzustände ineinander, das in folgendem besteht®): Es sei 
uns vorgelegt ein gequanteltes bedingt-periodisches System, das zu 
den Quantenzahlen n,...n- gehört; wir stellen uns die Frage, ob es 
möglich sei, diesen Quantenzustand in den zu den Zahlen nı...nr ge- 
hörigen überzuführen, ohne die unstetigen Übergänge der klassischen 
Quantentheorie anzunehmen, sondern allein durch stetige adiabatische 
Veränderung des Zustandes nach den Gesetzen der gewöhnlichen 
Mechanik. Daß ein solcher stetiger Übergang zwischen zwei aus- 
einanderliegenden Quantenbahnen theoretisch von hohem Interesse ist, 
ist schon daraus klar, daß es erst eine adiabatische Transformation 
ermöglicht, die Energiedifferenz zwischen zwei Quantenzuständen zu 
bestimmen t). Denn erst dann, wenn es auf dem indirekten Wege 
einer adiabatischen, nach den Grundgesetzen der klassischen Mechanik 
behandelbaren Überführung gelungen ist, eine Quantenbahn in eine 
andere zu transformieren, ist es möglich, die Energiedifferenz der 


1) Vgl. Niels Bohr, Über die Quantentheorie der Linienspektren, 8.29, 
30, 1923. ; 

2) Ebenda, S. 14, 1923. 

3) Ebenda, 8. 32. 

4) Vgl. Bohr, ZS. f. Phys. 13, 133, 1923. 
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beiden Bahnen auf klassischem Wege zu bestimmen, was die Quanten- © 


theorie ohne Einführung des Adiabatenprinzips zu leisten mie im- 
stande ist. 

Wir können uns nach dem Vorangehenden eine derartige 
mechanische Transformation zweier Quantenzustände eines bedingt- 
periodischen Systems etwa folgendermaßen ausgeführt denken: 

l. Wir führen das gegebene bedingt-periodische System A, dessen 
Quantenzahlen n (i = 1.../) sind, stetig in ein periodisches System 
B der oben besprochenen Art über, das nicht nur die Bedingung (3), 
sondern auch in dem Koordinatensysteme, in dem die Ubergangs- 
bewegung separierbar ist, die weitergehenden Gleichungen (2) erfiillt, 
und dessen Quantenzahlen n(®, dessen Periodenzahlen #® sind. Während 
dieser Transformation bleiben, sofern sie nur über bedingt-periodische 
Bewegungen führt, die Quantenzahlen n® invariant, so daß zufolge 
dem Adiabatenprinzip n® = n ist. 

2. Wir transformieren B in ein System C derselben Art, für das 


nunmehr: n = > mi?) no) als adiabatische Invariante erhalten geblieben, 


j= 
das System der Zahlen n®) dagegen in das System n übergeführt 
worden ist. Bei diesem Ubergang bleiben nicht die einzelnen Phasen- 


| f 
integrale J, ... Jy, sondern nur die Quantengröße J = h. >; x?) n®) un- 
À 1 


geändert; denn die Transformation von B auf C führt über lauter 
periodische Systeme derselben Art, die Bewegung ist also in jedem 
Augenblick periodisch und entartet, mithin von einer adiabatischen 
Invarianz der einzelnen Phasenintegrale J, keine Rede. 

3. C wird in ein neues periodisches System D übergeleitet, dessen 
Periodenzahlen x(® x”, dessen Quantenzahlen n® = n© dagegen 
während der adiabatischen Transformation über im allgemeinen bedingt- 
periodische Systeme erhalten geblieben sind. 

4. Das periodische System D wird in ein ebensolches E mit 
den gleichen Periodenzahlen übergeführt, so daß seine Quantengröße 
S nD u” erhalten bleibt, dagegen ne E n ist. 


d=1 
5. E wird adiabatisch durch unperiodische Bahnen, d. h. bei 


konstanten n in ein periodisches System der Qualität B — es sei F — 
transformiert, das nun 

6. seinerseits in das dem ursprünglichen System A eiteprechende 
G sich überleiten läßt. 

Das Resultat der gesamten Transformation ist dann die Uber- 
führung des ursprünglichen Quantenzahlensatzes n für das System A 
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in den neuen n% durch eine kontinuierliche Reihe stetiger Übergänge. 
Das Schema des ganzen Transformationsverlaufs hat folgende Gestalt: 


A: Bedingt-periodisch: G: Bedingt-periodisch: 
(a) ) — nf) (g) — nf’ 
ni nD = nif; {nig = nif } 
B: Periodisch: f F’: Periodisch: | 
(b) — nla). (b i I)e Mrz z r an 
n; — n; ; a” In‘ ); x = ff); Ba ENDE NEUN 
C: Periodisch: F: Periodisch: 
(e)s Ic) — y(t). (b) „(b) — C) yc) (fF) — nd). yf) — „ib 
ni); wO = h; 2H) nO = DB xl n nD = nO; xf == xh 
D: Periodisch: E: Periodisch: 
nD = nl; 4%) —> 05 x) = HM; LH On = Du ne 


Die durch die Transformation vorgeschriebenen Beziehungen sind 
die folgenden zwei: 


(6) pa) — b) n(c): (d = d) yí 
EAOn — EnO; EDNO — Erde, (4) 


Dies sind zwei Gleichungen, aus denen sich bei vorgegebenen n(® 
und n® die ganzen Zahlen n bestimmen lassen müssen. Letzteres 
ist sicher möglich, wenn die Anzahl der n > 3 ist. Ist dies aber 
nicht der Fall, so muß zwischen F und G ein weiteres System F” 
mit den Periodenzahlen x — x — x® eingeschaltet werden, so 
daß jetzt drei Relationen zu erfüllen sind: 

Zune) — Zune, Fun) = ELD nd, Buen = Zum no, (5) 


die drei Bedingungen für die ganzen Zahlen n© und n®, also stets 
auflösbar sind, wenn der Freiheitsgrad > 2 ist. Nur im Falle eines 
einzigen Freiheitsgrades versagt naturgemäß die ganze Methode. Es 
kann natürlich unter Umständen bei vorgelegten Quantenzahlen- 
sätzen n(” und n der Fall eintreten, daß mehrere Etappen des ge- 
schilderten Überganges überflüssig werden. 

Ein prinzipiell wichtiger Punkt muß hier noch zur Sprache gebracht 
werden, der die adiabatische Invarianz der Phasenintegrale während 
der Transformation betrifft; wir haben schon erwähnt, daß diese allein 
Geltung hat, falls die Transformation nur über bedingt-periodische 
Systeme führt. Nun ist z. B. beim Übergang C— D sowohl die 
Anfangs- wie die Endbahn entartet, die adiabatische Invarianz somit 
gefährdet. In der Tat läßt sich zeigen, daß in der Umgebung eines 
periodischen Systems die Phasenintegrale im allgemeinen nicht invariant 
sind, sondern, wenn der Störungseinfluß klassisch berechnet wird, der 
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Störung proportionale Änderungen erleiden. Es sind nun zwei Fälle 
möglich: 

1. Die durch die Gleichungen Jy = nyh gegebenen Zahlen n, sind 
beim periodischen Ausgangssystem keine ganzen Zahlen, was durchaus 
eintreten kann, da bei diesem nur die Größe J = 2 J;x; quantenmäßig 
festgelegt ist. Dies ist nach der Terminologie von Born- Heisenberg?) 
der Fall der eigentlichen Entartung. Durch ein Zusatzfeld wird die 
Bahn bedingt-periodisch, die J, werden Quantengrößen, die n, müssen 
ganze Zahlen werden, was nur auf dem Wege eines plötzlichen un- 
stetigen Überganges möglich ist. Das Adiabatenprinzip versagt in 
diesem Falle. 

2. Die durch (2) definierten Zahlen n, sind bereits im Ausgangs- 
system ganze Zahlen; die J, haben also Quantenwerte. In der Ent- 
wicklung nach dem Störungsfeld erhalten die Jy Störungen, die diesem 
Felde proportional sind 2). Da sie aber nur um ganze Vielfache von 
h sich ändern dürfen, müssen die ny — wenn anders die Entwicklung 
nach dem Zusatzfeld einen Sinn haben soll — ungeändert bleiben, 
d. h. die Phasenintegrale sind invariant. Diese Bedingung ist gerade 
bei unserer Annahme über die periodischen Systeme B, C, D, E, F, F' 
erfüllt, somit bleibt jedesmal die adiabatische Invarianz der Phasen- 
integrale, wie oben angenommen wurde, ungestört. | 

Ein zweiter Einwand betrifft die Invarianz im Verlaufe der Trans- 
formationsbewegung selbst. Greifen wir etwa den Übergang C—> D 
heraus, während dessen die ursprünglichen Periodenzahlen x®) in die 
neuen *” übergeleitet werden. Dann ist klar — und wir werden 
es im fölgenden an einem Beispiel beweisen —, daß der Übergang 
der ursprünglichen Periodenzahlen in die neuen stetig erfolgt. Dabei 
kommt der Fall vor — streng genommen sogar unendlich oft —, 
daß zwischen den x; eine lineare ganzzahlige Relation Zm;x; = 0 
entsteht, das System also streng periodisch, d. h. entartet wird. Diese 
Entartung bezeichnet Born als eine zufällige; sie stört die adiabatische 
Invarianz der Phasenintegrale nicht; diese haben vor und nach der 
Entartung Quantenwerte, die sie auch während des Bestehens der 
Kommensurabilität beibehalten. Dies ist in gewissem Sinne selbst- 
verständlich, da sonst der Begriff einer adiabatischen Invarianz in sich 
unmöglich wäre. 3 a 

Als konkretes Beispiel einer zyklischen Transformation wählt 
Bohr’) die Überleitung einer in Polarkoordinaten gequantelten Kepler- 


1) ZS. f. Phys. 14, 44, 1923. 
2) Bohr, Linienspektren, 8. 31f. 
3) Ebenda, B. 32f. 
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ellipse, die das Elektron des Wasserstoffatoms um den Kern beschreibt, 
mit den Quantenzahlen: n, = m, ng = n— m in eine ebensolche mit 
den Zahlen n} = m’; n, =n+m— m’. Anfangs- und Endbahn sind 
also bei dieser Voraussetzung Ellipsen, bei denen, da, was an und 
für sich nicht notwendig, aber für die Forderung der adiabatischen 
Invarianz der Phasenintegrale nach dem oben Gesagten unerläßlich 
ist, zwei Quantenzahlen angenommen werden, auch die Exzentrizität 
quantenmäßig festgelegt ist. Diese besonderen Keplerellipsen sind 
für die Transformation keine Spezialisierung, da sie aus jeder vor- 
gegebenen, wie üblich nur durch eine Quantenbedingung festgelegten 
Brennpunktsellipse durch eine adiabatische Transformation, etwa mittels 
eines entfernten zweiten, schwach attrahierenden Zentrums hervor- 
gebracht werden können. Hier entspricht das Ausgangssystem bereits 
dem oben mit B bezeichneten, da es periodischen Charakter trägt. Die 
Bedingung (3) zerfällt nach der Voraussetzung in die zwei Gleichungen: 
J, = mh; Jo = (n—m)h. (6) 
Den Ubergang in das System C kénnen wir uns im vorliegenden 
Falle ersparen. Als System D wählen wir eine quasi-elastische Ellipse, 
in die das anfangs die Keplerellipse beschreibende Elektron durch 
allmähliche Abänderung des Newtonschen in das quasi-elastische Feld 
übergeführt wird. Am Schlusse dieser Transformation ist x, = 2, 
Xp == l geworden, die Phasenintegrale sind während der Bewegung 
erhalten geblieben, mithin ist: - 
nd =m; nD =n—m 
und J = {(2.m+1.(n—m)|h = (n+m)h 
die Quantengröße der Ellipse D. Diese läßt sich weiter durch passend 
bestimmte Störungen der rechtwinkligen Kraftkomponenten nach Art 
der Lissajousfiguren in einen elastischen Kreis Æ überführen, für den 
die adiabatische Invariante J die gleiche sein muß wie für D, so daß: 
n — 0, nO = n+ m ist. Durch nun erfolgende Abänderung des 
elastischen Anziehungsgesetzes in das Newtonsche geht der elastische 
in einen Keplerkreis F über, bei welcher Transformation J, und Jy 
invariant bleiben. Schließlich erfolgt die Transformation der Bahn F 
auf eine gewöhnliche Keplerellipse, wobei J = (n+ m)h erhalten 
bleibt und die Quantenzahlen n, und ng nur der Bedingung unter- 
liegen, daß: n, + np = n + m ist. Damit ist die Überleitung der einen 
Quantenbahn in eine andere derselben Art auf stetigem Wege geleistet. 
So einfach eine derartige zyklische Transformation sich auch 
beschreiben läßt, so bietet sie doch der eingehenden theoretischen 
Betrachtung und Rechnung nicht geringe Schwierigkeiten dar, die 
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andererseits zwecks einer strengen Begründung der gezogenen Fol- 
gerungen überwunden werden müssen. Wir werden daher im folgenden 
versuchen, das Bohrsche Beispiel, wenigstens in seinem ersten Teile, 
möglichst weitgehend analytisch zu verfolgen, wobei wir uns auf den 
Übergang B —> D, d. h. der Kepler- in die quasi-elastische Ellipse be- 
schränken werden, da gerade diese Überleitung die meisten begriff- 
lichen Schwierigkeiten in sich faßt. 

§ 2. Grundgleichungen. Es sei vorgelegt ein Attraktions- 
zentrum — im folgenden als Kern bezeichnet —, dessen Attraktions- 
feld wir durch irgendwelche kontinuierliche Eingriffe beliebig, aber 
stetig abändern können. Um diesen Kern laufe ein seiner Anziehung 
unterliegendes Elektron der Masse m und der Ladung e, dessen 
Reaktionswirkung auf den Kern zu vernachlässigen ist. Am Anfang 
der Bewegung soll das herrschende Potential das Newtonsche a/r 
sein, wo & die Feldkonstante bedeutet; das Elektron beschreibt dann 
eine geschlossene Keplerellipse mit dem Kern als Brennpunkt. Sodann 
lassen wir zum herrschenden Felde unter gleichzeitiger, jedoch noch 
beliebiger Änderung von & ein Zusatzpotential Pr? treten, das elastischen 
Charakter trägt, und dessen Konstante ß unendlich langsam, d. hb. 
adiabatisch, anwachsen möge. Das Elektron wird dann seine Anfangs- 
bahn verlassen und eine ungeschlossene Störungsbahn beschreiben. 
Schließlich lassen wir & immer weiter ab-, ß hingegen zunehmen, bis 
am Ende der Bewegung lediglich das quasi-elastische Feld zurückbleibt, 
in dem das Elektron eine geschlossene harmonische Ellipse mit dem 
Kern als Mittelpunkt zeichnet. 

Man könnte sich den beschriebenen Trausformationsvorgang etwa 
dadurch ausgeführt denken, daß man mittels von außen zugeführter 
räumlich elektrischer Ladungen um den Kern eine das Elektron ein- 
schließende kugelsymmetrische Raumladung legt, die sich langsam 
vergrößert, dadurch aber das Elektron quasi-elastisch an den Kern 
bindet und gleichzeitig die Newtonsche Bindung aufhebt, so daß 
ein dem Thomsonschen Atommodell ähnliches System hervorgeht. 

Wir legen der Rechnung Polarkoordinaten r, p zugrunde. Dann ist: 


L=% (+reý); G=—+ pn, (1) 
also die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen: 
3 a d | 
wr — 2 — — r=0, — 2 = 
mr —mrỌ „tr2Pr 0; mr 9) = 0, (2) 
mr2? = p = const, (3) 


. p? 1 1 
my — 5% a Br = 0. (4) 


mn r3 
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p ist der konstante Drehimpuls. Aus (4) ist r als Funktion vont 
zu bestimmen, wenn für a, ß beliebige, langsam monoton veränderliche 
Zeitfunktionen eingesetzt werden. Diese Aufgabe ist sehr wenig 
erfolgverheißend, da schon der Fall, daß œ und ß konstant sind, auf 
große Schwierigkeiten stößt. Der nächstliegende Lösungsweg in der 
Behandlung von (4) ist daher der, ein Integral dieser Gleichung bei 
konstantem & und ß zu suchen, die entstehende Bahnkurve in ihrer 
Abhängigkeit von œ und ß zu diskutieren und die ganze gesuchte 
Übergangsbahn als die Sukzession aller dieser für verschiedene Werte- 
paare œ, ß gefundenen Kurven zusammenzusetzen. Jede der zu einem 
Wertepaar œ, ß gehörigen Bahnen ist dann als gültig für ein gewisses, 
über längere Zeit sich ausdehnendes Bewegungsstadium anzusehen, da 
die Transformation adiabatisch unendlich langsam erfolgt. Allerdings 
ist diese Methode nur als ein Näherungsverfahren anzusehen, das eine 
einheitliche Behandlung der ganzen Transformation nicht zuläßt. 

Unter Annahme eines konstanten œ, ß läßt sich (4) integrieren 
und ergibt die Pe 

Rag Fe Hr = (5) 
wobei E fiir je ein Stadium = ER ae konstant, aber mit & und ß 
ebenfalls veränderlich ist. Am Anfang der Bewegung (B = 0) ist E 
bekanntlich negativ, am Schlusse (œ = 0) nach (5) wesentlich positiv, 
ist also im Verlaufe der Transformation einmal durch den Wert Null 
gegangen. (5) gibt aufgelöst: 


er In 2 7 9 
-Ert 222%, 
m m 


Die Bewegung ist limitiert durch die Bedingung der Realität 
der zuletzt auftretenden S danach ist stets: 


~~ Beg) 


Nun ist gemäß der Definition als Feldkonstanten eines anziehenden 


Zentrums: a<0; œO, (7) 
also muß r die Bedingung erfüllen: | 
E & p? 
ı_ pty — E < 
r B” + 3° tamg SO | (8) 


liegt also zwischen zwei positiven Wurzeln des linksseitigen Ausdrucks, 
auf deren Untersuchung es mithin zunächst ankommt. Wir lösen 
die biquadratische Gleichung: 


i E © e pP 
tp Ea Tomp (9) 
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deren Wurzeln ro, fis fa, fg Seien, in der ¢ aus der en geläufigen 
Weise !). Ihre kubische Resolvente lautet: 


aay" eel . 


2—— = 0 _ (10) 
mit den Wurzeln 2,, Z2, 23. Durch die Tschirnhausen-Transformation: 


mp? p? 


2E 
2 = “+ 3B 
geht (10) über in: | 
w„+taurb=0; 
— —(mEr+6ßp), , _ 2mEi—36Eßp —2Tmanß, | (11) 


3m ß? ’ 27 m BS 
Die Diskriminante dieser Gleichung und damit von (9) ist: 
b2 a’ 
D = — 108 (7 ite 57) 
ae (8 m? Et p? + 4 m3 u? E8 — 32 m B E? pt 
— 27 m8 Bat — 72 m?08B Ep? + 32 B2ps). (12) 


Das Vorzeichen dieser Größe ist das der letzten Klammer. 
Setzen wir: 


mn BEER +4Y-2 a ae Le ES (13) 


und bezeichnet & die dritte Einheitswurzel: 
1 on 
= 5 (1+:Y3), 


so lauten die Lösungen von (11) bzw. (10): 


u — U, F Ug; U = EU, F EUW; u = Eu + EU} l 
2 E 2E 2 E;(14) 
a = U, tut gg’ Za = EU, F E Ua + BB? Zg = Eu + EUa + 38) 
und daraus endlich die Wurzeln von (9): 
ly ia = Lar — — 
= 5 (Va + Veo + Va); r] = „(Ya — Veo — Vs); 
(15) 


= 1 (—ya+ Va- Va) = 5(—Va—Vat Ve). 


Diese Wurzeln sind uns also bekannt, und damit wäre es prin- 
zipiell möglich, die Beziehung (6) auf die Summe aus einem elliptischen 


Differential dritter und einem erster Gattung zu reduzieren. Dies 
© 


1) Vgl. etwa H. Weber, Lehrbuch der Algebra, I, S. 135 f. Braunschweig 1912. 
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wird durch die ungeheuren auftretenden Komplikationen praktisch 
unausführbar, so daß wir gezwungen sind, zu Reihenentwicklungen 
zu greifen. 

Im Anfang der Bewegung hat (9) nur zwei, am Schluß vier 
reelle Wurzeln, mithin ist die Diskriminante der Anfangsbewegung 
negativ, die der Endbewegung positiv, so daß sie in der Zwischen- 
bewegung einmal den Wert Null annehmen muß; es wird sich zeigen, 
daß gerade in diesem Moment eine Integration der Bewegung mittels 
elementarer Funktionen möglich ist. Wir sind somit in der Lage, 
drei Stadien der Transformation mit den anschließenden Bewegungen 
zu verfolgen. Die Anfangs-, die Endbahn und die Bahn für den Fall 
der verschwindenden Diskriminante. 


§ 3. Die Entwicklung der Anfangsbewegung. In der An- 
fangsbewegung ist ß — 0, so daß die Gleichung § 2 (9) lautet: 
en ey ge ar er 
tun Sag tae | Tm a 
Diese beiden Wurzeln miissen, damit die Bewegung in einer 
Ellipse erfolge, reell sein, d.h. es ist 
moi +2 Hp? > 0. (2) 
E ist negativ und somit bildet (2) eine wirklich restringierende 
Bedingung für den Drehimpuls. | 
Wir lassen nun den adiabatischen Zusatz des elastischen Feldes 
Br? erfolgen. Im Beginn der Transformation wird f so klein sein, 
daß eine Entwicklung nach dieser Größe eingeleitet werden kann 
und wir eine störungsrechnerische Behandlung der Bewegung vor- 
nehmen können. Wir werden dazu zwei Wege einschlagen: 1, Die 
störungstheoretische Methode von Born-Pauli und 2. eine direkte 
Entwicklung der Bewegungsgleichung nach Pf. 
I. Die Energie der ungestörten Anfangsbewegung ist bekanntlich: 
2 22 ma? 
A aa 8) 
wobei 


J=Nth=Prart Ordo = È par 2ap (4) 


ist und J die einzige quantenmäßig festzulegende Größe ist. Wir 
erwähnen noch die Beziehungen für die Achse und Exzentrizität der 
Ausgangsellipse: | 
RL, am 
4n2ma’ oJ 
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a = 
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Die Energie der gestörten Bewegung ist in erster Näherung: 
E=BH+tßr; 
es ist aber, wenn u die exzentrische Anomalie bedeutet: 


r = a(l — £ cos u); 


2% 
1l a? (5 J2 — 8 J3?) J? 
_—— — 8 = 9 DS a Eee 
(oR fa Ecos u)3 du 5 (2 + 382) aor ae 
0 
also : ( 
_ 2mæma? J2 (5 J2? — 3 J3?) 
E=— p th m (5) 


Daraus lassen sich die Grundschwingungszahlen des Systems 


berechnen: 
DE Anm | ,J(10J2—3J,%). 
oF © J TP Ta 3 ©) 
_oE_ SPR , 
~ Oda — lömmi" 


v = 


Va 


v, erhält einen positiven Zuwachs zum Ausgangswerte, die Um- 
laufsfrequenz wird also vergrößert, die Umlaufszeit des Elektrons in 
der Ellipse mithin verkleinert. Das Auftreten der zweiten Grand- 
frequenz v, bedeutet, daß die ursprünglich feststehende Ellipse eine 
Periheldrehung nach Art der relativistischen Ellipse eingeht, deren 
Frequenz in erster Näherung proportional zu ß, also klein ist. Über 
die weiteren Änderungen der Bahn gibt uns diese Betrachtung keine 
Auskunft, daher wir zu einem direkteren Verfahren greifen, das auch 
ohne größere Schwierigkeiten zu höheren Näherungen führt. 


“I. Wir haben in den vorangehenden Gleichungen vorausgesetzt, 
daß in der Anfangsbewegung & konstant bleiben und nur ß langsam 
wachsen sollte. Da aber in der Endbewegung œ = 0 sein soll, ist 
dies nur als eine erste Approximation anzusehen, & muß an einer 
Stelle der Übergangsbahn abzunehmen beginnen; als einfachstes 
Änderungsgesetz legen wir, wenigstens für den Beginn der Bewegung, 
das lineare zugrunde: 

% = % + nf, E (7) 
wo œ der Wert von «œ für die Ausgangscllipse, n eine positive Kon- 
stante der Dimension [13] bedeutet. Weiterhin können wir uns für 
hinreichend kleine B die Energie E der augenblicklichen Bewegung 
in der Form entwickelt. denken: 


B= Ey + EBHRB+- (8) 


Die adiabatische Transformation der Keplerellipse usw. 919 


Es kommt uns zunächst darauf an, die Ausdrücke fiir E, und 
E, zu finden. Dazu stellen wir die Phasenintegrale auf. Deren 
erstes lautet: 


n= Ömiar anh E -En ap nye eae (9) 


Wir entwickeln die Quadratwurzel nach n 


y2. BELY Tpi a 2 -En H p eb 


m m m? m 
E 
—— rt 1 p2 an 
= En 2 0% een E me 2 ae ‘ 
ý me 2Eo 4 2% 
m m m? 
Es 
m — (r+Er—nr) 


2. i a RE ae 
2E, a_ 2% pt m. (1-2 2Ey, 2% p° A E A 7 
m m = 


Setzen wir dies in (9) ein, so erhalten wir in ass Schreibung: 


Jy = FP + BI! + BAT + (10) 


und dabei ist nun: 


a 
TEST a E 


— m 
== -2ap— 20a om 


und dies ist nach (4) nur die Auflösung von (3). Weiterhin wird: 


(10a) 


J — 2m- 


— m 3 Qop? 5 8 l a ky, ) 
ze (— 8 mE? 16ESt 2 pm ~~") (0b 


Nun muß wegen der vorausgesetzten und oben besprochenen 
adiabatischen Invarianz des Phasenintegrals 
J, = J, (11) 
rein, mithin müssen die Größen J,', J;"... verschwinden. Es gibt also 
(10b) eine Gleichung zur Bestimmung von E,, aus welcher folgt 
2 Eon 5 0? 3 po? 
a 8E? © 4mEo (i=) 
Setzen wir hierin n — 0, d.h. lassen & = &% konstant, so wird 
(12) mit Beachtung von (3), (4) mit (5) identischh Wir bemerken, 
daß, wie zu erwarten stand, Æ, positiv ist, und um so größere Werte 
erhält, je größer n, d. h. je stärker die Abnahme von «& ist. 
16* 


E = 
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Schließlich — eine aa Rechnung. für J,” den Wert: 
2 5 
(2 a Ba — 2 Eon 143 Qo 


ho ` u 256 Eo’ 
u (10c) 


45 003 p3 21 a pt 3 np? en 
— Chm Et | 64m? + mE, | 2B. 
Es muß aber J,” aus dem gleichen Grunde verschwinden, wie 
oben J,’. Dies gibt eine Gleichung zur Bestimmung von E,, deren 
Lösung lautet: 


E, = 


BP — — 


Eyn?., 143 Oy? 45 45 wp? 21 pt 
0292 + 5103 Ey? + 128mE, 128 m? Eo? 
In Inp? 5n o 

mom Ey 4E 
Speziell folgt für konstantes &, d. h. n = 0: 
ne 143 m? wot + 180 m Ey «2 p? — 84 un 
2 512 m? E,5 
__ J®.(— 143 J* +90 J? J? + 21 Jat), 
a 214 m5 æg 1010 
Damit ist es uns gelungen, den Wert der Energie bis auf Glieder 
dritter Ordnung zu ermitteln. Wir stellen den Ausdruck der Energie 
in den Phasenintegralen zusammen. 
202m a? 5 Je 3 J? J” 4nm 7? Čo 
veins Je p: 32 atm 320m 02 JR 
143 Jo" 45 JOP J,” 21 JOJ, 
1 “ga a ar 
3n J? J,” 5nJ% 222m n? 
16 mnte l6m3nta3 J? 
Damit ergeben sich die Ausdrücke für die Grundschwingungs- 
zahlen des Systems: 


(13) 


(14) 


n= OE trma g [POOJA — 8%) | Samain) 
— eso Je 16 ntm? a2 J 
p ge [PKR NS Ie 4 EIS AEG 
213 m5 Œg? T10 
Jo (8 Jo —10J®) Amn2 | | 
TS mb a8 08 a (15) 
RT NN 
Ò Ja? 16 247 TE m? Co Og? 212 md as 9710 
FRE FIR FE 


8 m? 4 0692 00° 
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Man sieht aus diesen Ausdrücken, daß der Einfluß von n, d.h. 
der Abnahme von «&, den wir in den Gleichungen (6) noch nicht be- 
rücksichtigt hatten, sich in erster Ordnung nur bei v, in einer Ver- 
minderung der Frequenz bemerkbar macht, so daß sich hinsichtlich 
der letzteren das Anwachsen des elastischen und die Abnahme des 
Newtonschen Feldes kompensieren. Der Effekt auf die Perihel- 
drehung äußert sich erst in der zweiten Ordnung in einer Verstärkung 
der schon an sich negativen Frequenz. 


Wir gehen nunmehr an die Integration der Bewegungsgleichung. 
Diese lautet: 


dr 
oP = in 2 B 2E 2 p 
& P 
E ETEL PIETA 
l n 
— rpt — i pry — 
p.dr l m Dt 


En ge a ae E, A 
m.r 3 2\8 
2 fy, 2%, P ( en) 

m m m? m m m? 


oder, integriert bis auf Glieder zweiter Ordnung : 


2 
g = — arcsin — 
mr Ve + r 

+ B | A.) SER are sin — Tot a 

la Eo? y— 2m Eo / 2 2 Ey p? 

| % + emn 


Smn 
4m Eyr? —7 — p? Ey? 
Fs ere etlana ant aie Via an 


8 m Eo? . V2 m Eor? — 2m aor — p? 


Das von ß freie Glied stellt die Gleichung der schon oben be- 
sprochenen Ausgangsellipse vor. Weiterhin erkennt man in dem mit 
ß multiplizierten arcsin die Existenz der Perihelverschiebung; diese 
muß dadurch zustande kommen, daß bei jedem vollen Zyklus der 
Koordinate œ der Term: 

2% B -—-- ID. 
4 E?Y— 2 m Eo 


hinzutritt. Die räumliche Frequenz der Periheldrehung ist also: 


4E. Y—2mE _ —6amtmsat _ n (18) 
2 p œo B BIOS By’ 
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‘ein Resultat, das auch von der allgemeinen Theorie gefordert wird. 
Man sieht übrigens, daß das Vorzeichen der Perihelverschiebung 
negativ ist, d.h. es wird der maximale Abstand vom Kern wieder — 
erreicht, bevor der Winkel @ einen ganzen Kreis vollendet hat. 
Offenbar zeigt sich hierin schon das beginnende Streben zur harmo- 
nischen Ellipse hin, bei der ja der maximale Abstand bereits erreicht 
wird, nachdem g einen halben Kreis durchlaufen hat. Die zweite 
Näherung zeigt, daß sich die. Periheldrehung auch in der zweiten 
Ordnung äußert, wie schon nach (15) zu erwarten steht. Interessant 
ist der Einfluß der Größe n auf die Bewegung, er äußert sich in 
einem, bei positivem Zeichen der Wurzel negativen, zu Bn propor- 
tionalen Zusatz zu g, d.h. in einer Verbreiterung der Bahnkurve. 


Weiterhin wollen wir untersuchen, wie sich die Wurzeln der 
Gleichung § 2 (9), d.h. die Aphel- und Periheldistanz unter dem 
Einfluß des Zusatzfeldes ändern. Bezeichnen wir ihre Werte in der 
Ausgangsellipse mit 7, so setzen wir für die aus 7 hervorgehenden 
Wurzeln eine Entwicklung nach ß an: 


r=rtaßtaß+t, (19) 
dann gibt die Substitution in die bestimmende Gleichung $ 2 (9) für 
die Koeffizienten c,, Co ... die Gleichungen: 

— Tt + RE + 2k ore, — oa — nr = 0, 
— 473e + Er + 27 Ec + Ea?+2Erg — Qoca — ne = 0; 
Aus der ersten dieser Relationen folgt mit Beachtung der De- 
finitionsgleichung (1) von 7: 
a2 ET — %) = Tt — Er? + ner 
3 2 23 4 3 
HE) 


3 ao 102 mn (21) 


3 0? l p n 2 Eo p? 
+ (is pa 16 nep Tu) e + E. 

Setzen wir das positive Zeichen der Wurzel, so erhalten wir c,', 
gehörig zur Periheldistanz 7,; das negative Zeichen der Wurzel da- 
gegen gibt den zur Apheldistanz 7, gehörenden Wert c”. Es kommt 
uns auf das Vorzeichen dieser Koeffizienten an. Zunächst ist für 
n = 0, d.h. bei konstant gehaltenem «: | 


ao 


a l ; 2 Epp? 
= 16m Eq! | (3m 019? + 2 Eop?)æo + (3m 049— Ep?) Ver Tr a | (22) 


Die adiabatische Transformation der Keplerellipse usw. 223 


Das erste Glied der Klammer ist negativ, wir beweisen, daß der 
ganze Bruch negativ ist. Dazu müssen wir zeigen, daß: 


2 Eq p? 
Eo’ pê 2 Kiop? 
d. h. 15 Etappe > 2 P; at > Oe, 


eine Beziehung, die wegen (2) und da E, < 0 ist, vollkommen 
erfüllt ist. Es ist also c*="< 0, d.h. Peribel- und Apheldistanz 
nehmen ab, und da |c,’|>|c, |, ist die Annäherung des Aphels an 
- den Kern stärker als die des Perihels, kurz, die Bahnkurve zieht sich 
zusammen, was in gewissem Sinne selbstverständlich ist, da ja zum 
herrschenden Feld noch ein weiteres Attraktionspotential hinzukommt. 
In diesem Zusammenhange wird auch das oben erhaltene Resultat 
plausibel, daß die Umlaufsfrequenz für n = 0 vergrößert wird, was 
eine Folge der Bahnkontraktion ist. Ist n Æ 0, so tritt gemäß (21) 


n.. a 
zu c*=° der Term: — a hinzu, der: positiven Zeichens ist, und 
0 


daher dem Effekt des Zusatzfeldes entgegen wirkt. Für großes n 
werden beide Wurzeln vergrößert, und zwar die Apheldistanz mehr 
als die Periheldistanz, die Bahn dilatiert sich, weshalb auch ihre 
Umlaufsfrequenz in Übereinstimmung mit (15) abnimmt. 

Das soeben abgeleitete Resultat, daß die Aphel- und Perihel- 
distanz durch das Zusatzfeld bereits in erster Ordnung beeinflußt 
werden, widerspricht nicht dem Lagrange-Poissonschen Theorem 
von der säkularen Invarianz der Bahnachse. Es ist nämlich bei der 
gestörten Bewegung nicht mehr der einfache Zusammenhang zwischen 
den genannten Distanzen und der großen Achse gültig, der in der 
ungestörten Bahn gilt. Die gestörte Bahn ist ja, wie wir gezeigt 
haben, eine langsam rotierende Schleife von elliptischer Gestalt, wie 
sie in der später zu erläuternden Fig.1 gezeichnet ist und wir haben 
zunächst den Sinn des Lagrangeschen Wortes „Achse“ festzustellen. 
Dazu denken wir uns in jedem Punkte der wahren Bahn die Osku- 
lationsellipse bestimmt, d.h. die Ellipse, die in dem betrachteten 
Punkte mit der wahren Bahn Koordinaten und Geschwindigkeiten 
gemein hat. Betrachten wir die Gesamtheit der Oskulationsellipsen, 
die zu allen Punkten einer ganzen Bahnschleife gehören, dann zeigt 
sich, daß ihre großen Achsen eine kleine periodische Variation er- 
leiden, deren Periode mit der der wahren Bahnschleife zusammenfallt. 
Das Lagrangesche Invarianztheorem besagt dann, daß, abgesehen 
von diesen kurzperiodischen Schwankungen, die Achsen der Oskulations- 
ellipsen säkular invariant sind. Offenbar sagt daher der Satz nichts 
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aus dariiber, wie sich die extremen Distanzen vom Kern in erster 
Ordnung ändern. Es ist sehr wohl möglich — und dieser Fall liegt 
gerade in unserm Beispiel vor —, daß sich sowohl die Perihel- wie 
die Apheldistanz verkleinert und trotzdem die „große Achse“, d.h. 
das Mittel über alle großen Achsen der Oskulationsellipsen der Bahn- 
schleife, wie es nach Lagrange sein muß, in den ersten beiden 
Ordnungen unbeeinflußt bleibt. Perihel und Aphel liegen jetzt gar 
nicht auf der großen Achse. 

Noch eine Bemerkung zum behandelten Fall! Die Diskriminante 
§ 2 (12) ist für kleine B zufolge der Bedingung (2) negativ, die - 
Gleichung § 2 (9) hat demnach im Anfange der Bewegung nur zwei 
reelle Wurzeln, für die wir oben die Entwicklungen abgeleitet haben: 

rn =n Ha Bte BH fa = Ta Ha" B H ce BeH- (23) 

Die beiden anderen Wurzeln sind konjugiert komplex und daher 
für die Bewegung belanglos. 

§ 4. Der Fall D —= 0. Uber die nun folgende weitere 
Zwischenbewegung läßt sich zunächst allgemein sagen, daß man die 
Abhängigkeit zwischen & und ß so zu wählen hat, daß die Diskrimi- 
nante § 2 (12) der Bewegung negative Werte hat, solange E negativ 
ist; erst wenn 

E>0 und ga >? (1) 
geworden ist, darf D positiv werden, andernfalls würden nämlich 
sämtliche Wurzeln der Gleichung $ 2 (9) konjugiert komplex, alsdann 
die in § 2 (6) auftretende Wurzel beständig imaginär, -also eine Be- 
wegung überhaupt unmöglich. Akzeptieren wir auf dem gesamten 
Transformationswege die lineare Abhängigkeit von & und ß, und ist 
œ der Anfangswert von œ, By der Endwert von ß, so gilt: 


œ = o + Bn; B= b+ S5. n = —— >0. (2) 


2 
Die Forderung, daß, mindestens solange E? < BP: ist, die 
m 


Diskriminante D negativ sein solle, läßt sich dann in einer Relation 
für & ausdrücken: 


> | 
8 p? . (m E? — 2 p? Bo)? — Č” pi (m E —2pB,).e 
| 32 
+ (4 m3 E3 — 12 m? E p? By + ae’) 02 


I ee ae ery ee E ee 
| „ mEp?.o = m? Bio a — — md. < 0. (3) 
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Diese Beziehung kann nur für den ersten Teil der Bewegung 
erfüllt sein, da in der Endbeweguug & = 0 ist. Der Übergang führt 
also zu einer Stelle, an der D = 0 ist. Dies bedeutet, daß dann 
zwei der Wurzeln von $ 2 (9) zusammentallen, nämlich diejenigen, 
die bislang konjugiert komplex waren und jetzt zu reellen Werten 
übergehen. Die Bewegung ist in diesem Punkte streng integrierbar. 


Wir nehmen also im folgenden an, es sei D = 0, oder nach 


82 (12): 


b2 a3 b a3 s b a 
wo a, b die in § 2 (11) angegebenen Ausdrücke repräsentieren. Dann 
ist daselbst nach (13) ff: 


_. gfe _ al a _ 1 af, pp 
ete ee 


sat 6 pp? _2E 6 
“= 367 38 er ete ap et 


mithin lauten die Wurzeln von § 2 (9): 


2 =; Vea Ie +y Re +2 2-3 payee" 
ra = iy ane Vz-; za (5) 
n=n= Và e+ pore ae 


Gemäß der definierenden Gleichung bestehen die Relationen: 


& 
rt ret 2r; = 0; an erg 
Tifa + 2(r, + 72)rs + 73? = TR’ ri rart = OB’ 


die sich auch leicht an Hand der Ausdrücke (9) verifizieren lassen; 
‘rı und r, sind zwei positive reelle Wurzeln, denn die Realitätsbedingung: 


| 3 
E> hyn + SH ist mit (1) identisch und also eine wesentliche 
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Voraussetzung dafür, daß D verschwinden dürfe. Die Bewegungs- 
gleichang des Elektrons lautet jetzt: 


29 en, 
ren Ver nn) 


ee DU I- l rosin CEN p (0) 
Trg V2 mp Vrira r (ri — 12) 


E . i(i + råa) rs — 2 rir} + (r tre—2r)r) 
er m r) r) f 


Dabei führen wir die Bezeichnung ein: 
| _ 6ßp? 
x = — T3? + Tfg(T1 +72) —17%o = — 3T? — TiTa =-4 42+ on (3) 
Unter Beachtung von (6) läßt sich a ) schreiben: 


(ntr)r-2rn —2(r, 79+ 732) —Arg.r 
nr) 12 aresin — 7 7 (9) 


(r1— r2). (r — r3) 
oder nach (5) explizite: 
ER TE T J 6 Bp? 
DEI a m) 
al n-m ter 


p = arc sin 


g = arcsin. 


AUCH E EEE E E E a, EE 


>, OPP? i Be) 
ae L AE E r 


Daß in diesem Anpi die Konstante œ weggefallen ist, ist 
keineswegs befremdlich; wir haben sie mittels der Gleichung D = 0 
eliminiert. Die Bewegungskurve wird begrenzt von den beiden 
Kreisen r = r, und r = ry, und zwar sind die Werte der beiden 
arc sin: | | 


fürr =r:: +5 + 24m, Zur r = r3: -5+ 2in; (å = 0,1,2,... 2), 
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. wie sich aus ihrer Form in (7) sofort ergibt. Es ist somit: 


für r =n: p= Fl a Vata, 


für r = r3: 9=-zlı +41 — y ataa 


Die Differenz des Argumentes für zwei benachbarte Extremlagen des 
angezogenen Elektrons ist: 
a(1 = nit), (11) 


Es ist interessant zu sehen, daß sie zwischen der entsprechenden 


Differenz bei der Ausgangsellipse (= x) und bei der Endellipse (= 5) 


liegt; dazu hat man nur nachzuweisen, daß 


rı TE yet- l 
y= aeg t” = FIT < p (12) 
a 


2 
z+” PP? _ oR: eee 


oder 


ist, eine Voraussetzung, die wir bereits in (1) getroffen haben. Also 
ist (12) in der Tat erfüllt. . Weiterhin ist die durch (10) dargestellte 
Bewegung periodisch in 9, und zwar ist die Periode 


| joes | 
2x ı l— (13) 
Van EP | 


auch zwischen Bu der pes (22) und. der der End- 
bahn (x) gelegen, so daß in dieser Hinsicht die Babn einer Kepler- 
ellipse mit mehr oder minder starker Periheldrehung ähneln muß. 

Um die Bewegung quantenmäßig zu untersuchen, berechnen wir 
zunächst die Phasenintegrale: 


Joedea paT a 


= Y2mß- innta (2 Vrire— (r+? a) 
=—2ap+ 5 bys pyr l n= p= 2 p. (14) 
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Da wir gleich die Bewegung als im allgemeinen nicht entartet 
nachweisen werden, können wir diese Gleichung nach E auflösen und 
erhalten: 


= ane 3B Jo? 
(ht )+ NVE p82 nn BH gay Pe 


E = Je 7 AREV FEN): 


Welches von den beiden Zeichen der Wurzel zu akzeptieren sei, 
zeigt die vorausgesetzte Beziehung (1). Wäre nämlich das untere 
Vorzeichen gültig, so müßte einerseits: 

E>0, dh A+h>2 VI + 2d), 
3 J2 + 6d, Ja — J22 < 0, 


(15) 


andererseits 


2 | ee ere 
E?> nn d.h. 5J,?+10J, Jg + Jg2—-4(Jı + Ja) VI (Jy +25) > JB; 
9 J2 + 18J, Jg —16J2>0 © 
sein, welche Ungleichungen nicht zusammen bestehen können. Es 


gilt mithin in (15) das obere Vorzeichen. Weiterhin finden wir aus 
(15) die Grundschwingungszahlen des Systems: 


ðE 1 Eh 2 (J, + Ja) l, 


© On afam O VIRE 


=%  iyP h+ 2a _ ad N 
oh afam VIEI 


Man sieht, daß sie im allgemeinen linear unabhängig voneinander 
sind, die Bewegung also nicht entartet ist. Dasselbe erhellt aus dem 
Ausdruck (13) für die Periode, der im allgemeinen durchaus nicht 
mit 22 kommensurabel ist. Es sind demgemäß J, und J, die zu 
quantelnden Größen, und wir haben zu setzen: 


Jı = nih; Ja = ngh; 


h A r ya Br ne a EAN, 
E=z= eye {(m; + na) + 2 Yn, (my + 2na) | 


Der zu dieser Bahn gehörige Wert von œ läßt sich aus der 
Gleichung D = 0 ermitteln, durch die ja unser Spezialfall charakte- 
risiert ist. Wir entnehmen diese Relation aus $ 2 (12): 

— 27m B.a4 + 4 Em?(m E — 18 Bp?) . œ? 
+ (8 m? Etp2 — 32 m PE? pt + 32 B2p®) = 0; 


(16) 


(17) 


(18) 


{2 mE (mE? — 18 Bp?) + 2 Ym (mE? + 6 Bp). 


Q? = 


1 
27 m? B 
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Substituieren wir hierin (15), so wird der Ausdruck von o in 
den Phasenintegralen: 


a2 = 1 
m 78 


Vf. TCI; F 2 Ja) (J, + + VJ (J T 2 Jo)). (19) 


Damit ist die Babn im Falle der verschwindenden Diskriminante 
vollkommen behandelt. Sie ist in der später zu erklärenden Fig. 3 
dargestellt. Da sich die Bewegung streng integrieren läßt, könnte 
man versucht sein, den weiteren Verlauf unserer adiabatischen Trans- 
formation so zu lenken, daß, wenigstens eine gewisse Strecke weit, 
die Relation D = 0 bestehen bleibt. Wir können dies dadurch er- 
reichen, daß wir ß beliebig anwachsen lassen, dann ist nach (15) und 
(19) E und «œ eindeutig bestimmt. Die Bewegung behält den im 
vorangehenden behandelten Charakter bei, d. h. bleibt im allgemeinen 
„nicht entartet“; infolgedessen dürfen wir den Satz von der adia- 
batischen Invarianz der Phasenintegrale benutzen, demzufolge während 
des adiabatischen Anwachsens von ĝ die Größen J und J’. erhalten 
bleiben. Damit ist dann auch nach (15) und (19) das Verhalten von 
E und «œ bestimmt: E wächst proportional mit B'2; |o| nimmt zu 
proportional zu ß'«. Um die Änderung der Bahn zu verfolgen, 
schreiben wir in abkürzendem Schematismus die Gleichungen (15) 
und (5): = 

i E = EVB, r; = up", (20) 


wobei E, r; adiabatisch invariante, nur von J, und J, abhängige 
Größen bedeuten. Damit lautet dann nach (9) die Bahngleichung 


(rı + ta) r VB — 21 ta 


p = arcsin — ra 
(tr, — Ta) r VB 4 
E mee a aed) 
tg? — vs (ti + ta) + 11 Ye (xı — r2) (r YB oo ts) 


und diese Beziehung ist invariant gegenüber jeder Änderung von 8, 


wenn wir setzen: 
1 


t e re 
VB 
Dies bedeutet, daß die Gestalt der Bahn, ihre Periode usw. voll- 


kommen erhalten bleibt, während die Gleichungen (20) und (22) zum 
Ausdruck bringen, daß dabei alle Radienvektoren eine Verkürzung 


= (22) 
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proportional zu ß-"«, die ganze Bahn also eine Ähnlichkeitstrans- 
formation vom. attrahierenden Kern aus erleidet. Insofern wir also 
hier nicht einen neuen Bewegungstypus finden, dürfte es within 
unzweckmäßig sein, die Transformation so zu lenken, daß auf eine 
größere Strecke hin D = 0 ist. 


§ 5. Die Bewegung bei kleiner Diskriminante. Durch | 
die im vorigen Paragraphen streng integrierte Bewegung bei ver- 
schwindender Diskriminante ist es uns möglich gemacht, auch die 
anschließende Bahn bei kleiner positiver oder negativer Diskriminante 
zu verfolgen. Es ist einleuchtend, daß der weitere Verlauf des 
Transformationsprozesses in der Weise zu erfolgen hat, daß ß wächst 
und & abnimmt, wobei dann die Diskriminante zu positiven Werten 
übergehen muß. Bezeichnen wir die zum vorhin betrachteten Falle 
D = 0 gehörigen Werte von &, FE, 9, ri, B bzw. mit œo, Eo, Po, r}, 
ßo, so wird für die anschließende Bewegung zu setzen sein: 


B=6o+Bi, «= wot npn E= Eo ERB, (1) 


wobei n und E, positive Größen sind, die man in erster Näherung, 
d. h. für kleine Werte von ß,, als konstant ansehen darf; betreffend 
E, werden wir diese Behauptung am Ende des Paragraphen veri- 
fizieren. Das Inkrement ß, ist positiv nach der Bewegung D = 0, 
d. h. bei Annäherung an die quasielastische Ellipse, negativ vor dem 
Falle D= 0, d.h. bei Annäherung von der Keplerellipse her. Für 
kleine Werte von ß, können wir die Bahngleichung nach dieser Größe 
entwickeln und, worauf es uns in der Hauptsache ankommt, die 
Änderung der Periode $ 4 (13) überblicken. 


Wir gehen aus von der Bewegungsgleichung 
p dr 


== ame ae as De oe, er : 
r.y- u BT amp 


dp (2) 


Hierin ist zu setzen: 


Er p? = p? , p? j 
2mB 2mßo 2mß? Pi + Imis pir ee 
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so daß E æ p? 
ER", (ge Ne ah, 
ri B r Ta aan 


Br) na) 


j — Bok, n Bo p? \ 
T (— sp et et 
= (r—1r,) (r — 190) (r — 1,0)’ +0, B, + Cy B,? = 

do = Peat J N 

P G ae ern 

C, 


+ (8) 


Or (r — n?) (r — 199) (r — rs?) V(r —r) (r — r’) 


Integrieren wir diese Formel, so ergibt sich unter Beachtung der 
Identitäten § 4 (6) ein Resultat der folgenden Form: 


—1 0 0) r— 2 
= Pf enn Tre) Mi ra" 
r° V 2mB Vri? ro? r(r,° — ra?) 
a. — 2 (r? ro? + r3? *) Arer) 
y—x (719 — r?) (r — rs?) j 
(71° + 19°) r — 2r. r? 
r (r1? — 1°) 
— 2 (r° r + rs") — rr 
(r12 — ra) (r — 73°) 
+v Y (r,° — r) (r — r). | (4) 
Darin stellt die erste Zeile die von ß, unabhängigen Glieder dar, 
die mit denen des Falles D = 0, d. h. § 4 (7), übereinstimmen 


müssen. 0, 6, v sind mit ß, multiplizierte Ausdrücke, von denen die 
beiden ersten folgande Werte haben: 


+0. arcsin 


+ 6 .arc siu 


B, 
© 2 Bo’ 
ee ee anes ee 
V 2mBy 2¥—x Bors? (71° — 13°)’ (ra? — r’)? (5) 


2 A i 
{3 mr (179° + 2r0r + 17 15° *) — 15 E, rg?” (ra? + 15°)? — (ee 7,0 
zu BT 175° 7.9 — 330) r + 167,50 61,0", — 6r? ra" — 19°"): 


Weiterhin müssen wir beachten, daß in den Gliedern nullter 
Ordnung in (4) noch die Größe ß auftritt, diese Terme also erst 
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nach Potenzen von ß, zu entwickeln sind. Daher lautet der gesamte 
Koeffizient nullter und erster Ordnung von 
(71° + 19°) r — 2 rr, 
r(r,°— 1°) 
p =l 1 ĝı EV 
reo V2mBy Yrı?r;,0 ( ‘) Yan (6) 
ist also gegen den entsprechenden in § 4 unverändert geblieben. 
Analog ist der gesamte Koeffizient von 
— 2 (719 r? + r°”) SAN T., 
(r1? — ra?) (r — 13°) 
= P _ (łk 

z= ee (2 Ta 
ee Be gel. 
| 13° y —x V2mß 2Bo V2m By T3? y—x r= r?) (r? — r30)? (7) 

x {ZNT (140° +2 rar? + 17 r°”) = Ei ra?” (ra? + r3?) 
T (—§r,” + 3 rg 19° + BI 30° 14°” + 12 a rg" + 3 ra? 15°°)}- 

Wir wollen nun an Hand dieses Ausdruckes nachweisen, daß mit 
zunehmendem ß, der Unterschied der Phase fiir r = 7r,° und r = r3, 
den wir im Falle D = 0 in § 4 (11) gegeben haben, abnimmt, für 
abnehmende ß, dagegen wächst. Die wichtige Bedeutung dieser 
Tatsache werden wir unten diskutieren. l | 

Der erste Bestandteil in (7) ist von nullter Ordnung und gleich 
dem entsprechenden Koeffizienten in $ 4; da r? < 0 ist, ist er nega- 
tiven Zeichens. Dasselbe wollen wir jetzt im Falle ß, > 0 für den 
Koeffizienten erster Ordnung nachweisen; dazu haben wir zu zeigen, 
daß jedes der Glieder in der Klammer von (7) negativ ist. Beim 
ersten Term ist nun 


. arcsin 


arcsin 


r3? < 0, 
ra?” +2 rar? +17 rao” > ro + 2 rr? + ra?” = (r? + 730)" > 0, 
somit 13° (r,0? + 2r7,°r5° +17 13°") < 0. 


Beim zweiten Term ist die bebauptete Tatsache sofort ersichtlich. 
Um das dritte Glied zu untersuchen, setzen wir für r,° und r? die 
in § 4 (5) gefundenen Werte ein: 


0 14/2 1 al, 
ea tree ae 


11/2 6 By p? 
0 — — __ Ber e — 2 2 
iz Va Vet R= Yn m 
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sodann wird der Wert der in Rede stehenden letzten Klammer von (7): 
3 
ae 9 1,0? (r,0* = 2 ra?” Ta? er 9 1,0” ro” < oo 8 Tg? ra? ku 2 130°) 


2 
De aa (— 17 E — are, 19 E, R). 
Dieses Glied soll negativ sein, also muß die letzte Klammer 
positiven Zeichens sein. Dies ist in der Tat der Fall, denn es ist 
nn — R— EP 
9 By p? (8) 
— 17 E — 42 peal 19 E R = (R— 2 E) (— TR +5 E). 


Nun gehen wir an unsere alte Bedingung § 4 (1) heran, aus der 
ersichtlich ist, daß stets 
R <L 2? Eo 
ist; da ferner B > 0, ist auch 
R > Eo. 


Die Nullstellen von (8) sind aber R = Í E, und R = 2E; 
zwischen ihnen, also a fortiori für | 


By < R= 2 By, (9) 


ist die besagte Größe positiv, wie wir behauptet hatten. 

Zusammenfassend haben wir also das Resultat gewonnen, daß 
der Koeffizient--des ersten arcsin in erster Näherung unverändert. 
bleibt, der des zweiten arc sin aber bei positivem Zuwachs fß, ein 
negatives Zusatzglied erhält. Wir bilden nun 

o=9_ en p [ere — x (1 + 1), 

worin fiir r der Wert aus (7) einzusetzen ist. Vergleichen wir diese 
Größe mit der entsprechenden in § 4 (11), so sieht man, daß für 
wachsendes f, d. h. 6, >0, œ abnimmt, für abnehmendes ß (fı < 0) 
dagegen & zunimmt. Dieses Resultat war allerdings zu erwarten, es 
zeigt uns den stetigen Übergang von der Keplerellipse (@ = 2) zur | 
quasielastischen Ellipse (@ — 2/2) auch im Hinblick auf die Periode 
und die Periheldrehung. Letztere erfolgt, wie in $ 3 gezeigt, im 
negativen Sinne, wird mithin nach dem eben bewiesenen für wach- 
sendes ß, absolut genommen, stärker, für abnehmendes ß schwächer, 
d. h. die Bahnschleifen rücken bei wachsendem ß weiter auseinander, 
bis schließlich bei der harmonischen Ellipse sich je zwei aufeinander- 
folgende Schleifen unter der Periheldrehung 2 zu einer Ellipse zu- 
sammensetzen. Wir werden dies an unseren Figuren noch genauer 


verfolgen können. , 
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Es bleibt uns nunmehr noch übrig, den Wert der oben ver- 
wandten Größe E,, der Zusatzenergie, zu berechnen. Dazu verfahren 
wir wie in § 3 und stellen zunächst das Phasenintegral auf, das wir 
unter Beachtung der Gleichungen (1) nach ß, entwickeln: 


LE E 
J, = $z ar j—2 “mn m 
T Eır+njdr 
— a Pi By Vom Bo eee. soa ae 


= 106 5%, Sea E, + pong (nt nt I) 2m +--+: 


Nach dem Satze von der adiabatischen Invarianz der Phasen- 
integrale muß J, = J,° sein, die letzte Klammer also verschwinden. 
Dies gibt eine Gleichung für die bislang noch unbekannte Größe E;: 


E mr 
35,1% + rtn 


Bi r + Y—x 
Eo 1 R — iay Vax E RY! 
_ 2o VB Pr 123, 135,» u 1) 
-VE — VF R 


Yo V6 Bo 
Wir zeigen, daß dieser Ausdruck positiv ist. Zunächst ist der 
Zähler schon für n = 0 positiven Zeichens, denn es gilt 


E, VR > r V4 (Eo + R}? 
oder | 
54 E R > E + 3 E R + 3 E, R? + RS, 


was wegen (9) in der selbstverständlichen Relation enthalten ist: 
54 Eo > E (1 + 3.2 +43.4 +8) = 27 E08. 
Ebenso ist in (10) der Nenner positiv, denn es gilt 
VER>YE+R, 5R>E, 


als eine stets erfüllte Beziehung. Somit ist gezeigt, was zu erwarten 
stand, daß E, > 0 ist und daß die Energie um so stärker wächst, je 
größer n ist, d. h. je mehr die Newtonsche Anziehung abnimmt. 


§ 6. Die Endbahn. Wir gehen nunmehr an die Diskussion 
der Endbewegung und approximieren die letztere von der harmonischen 
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Ellipse aus. Zunächst nimmt die Gleichung § 2 (9) im Falle der 
Endbahn, d.h. für « = 0, = ae an: 
Bee 
rt 3 i = = 0. (1) 
Die Wurzeln sind: 
nees = + YmaE? — 2m Bp 


FB m (2) 
mE — Ym E2— 2m Bp? 
rı =| e, Tog N, 13 == — fi 


Alle vier Wurzeln sind also reell, wenn die Bedingung § 4 (1) 
erfüllt ist, die wir schon im Falle D —0 hatten einführen müssen und 
die also während der ganzen Zwischenbewegung in Kraft bleibt. Es ist 
fiir a — 0: 8p? 
D= ape a Os 0, 
wie es ja sein muß, da die Gleichung (1) vier reelle Wurzeln hat. 

Um die Endbewegung selbst zu studieren, müssen wir erst die 
quasielastische Ellipse quantenmäßig und störungsrechnerisch behandeln. 
Wir beschränken uns bei der harmonischen Ellipse nur auf die 
wesentlichsten Formeln. Die Integration der Bewegungsgleichung : 


dr 
dg = = Se" 3 
a ae Y r.Y—-2ßmr:+2Em. ra — p? (3) 
gibt: Emr? — p? 


(4) 


em r2, Ym E? — 2 Bmp? 


d. i. eine Mittelpunktsellipse, deren Halbachsen a, b, und deren lineare 
und numerische Exzentrizität gegeben sind durch: 
a=r, b=", 
_ YmE E?— 2ßm pr 
eì FRE ER a ee 
= (5) 
e Em.) m3 E? — 2 Bmp? — m E? + 2 Bmp? 
a m Bp? 
Umgekehrt ist in a, b ausgedrückt: 
p=Y2mß.ab, E= B(at+d). — (6) 


Die Phasenintegrale sind: 


J = bmi ar = Pp V2 Bmr + 2 Emr — pF dr 


= —ıp+ a ) (7) 


E = 


Ja = Ọ pdg = 2 7p. 
17* 
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Das System ist „eigentlich entartet“ und streng periodisch, daher 


die zu quantelnde Größe: 
2 Emn 


eg (8) 
woraus umgekehrt: a 
J p Ja ` 


E= a Vam PTa 


Die Hamilton-Jacobische Wirkungsfunktion lautet: 
dr Te Jo? 
s = S| rida = 3: o+| (2V -28m pet 4m (9) 


also die kanonischen Winkelvariablen: 
oS 1 es 2 cS 


US ae ee -t+0,, w= E — 6, = const. (10) 
Wir wählen als EEE die Größen: 
Die Grundfrequenzen des sind: 
_9E 14/6 
— U — = 0. 11 
meg 2m’? ”? oD 
Die zeitliche DREI A lautet: 
dt — mr.dr l 
V2ßm.r +4 2Em.r?— p? 
m 1 .  Em—2 Bm? 
t = — — -ares -2n 
2 Y2Bm Ym:E2— 2 Bmp? 


woraus der Ausdruck von r in den Winkelvariablen folgt: 


= nn  2Bp: 
r2 > ME Be ie 


Schließlich erwähnen wir die im an benutzte Darstellung 
von r durch den Polarwinkel g: 


| 


er (12) 
y 1 — & cos? p 
Damit schlieBen wir die Behandlung der harmonischen Ellipse 
selbst ab und gehen an die durch ein kleines Newtonsches Zusatz- 
feld &/r erzeugte gestörte Bewegung. Dann ist nach der Born- 
Paulischen Methode die Störungsenergie: 


E, =a. 2 (13) 
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wobei sich die Mittelwertsbildung über die Winkelvariable w, erstreckt. 
Es ist nun: 1 


I\_ {1 1 B | at 
wane 
| 


an 


e DD. 2 m, er (Ze), (14) 
mp 2 J Vi — cosg zpV 2 2 


worin € und b aus A zu entnehmen sind und F (e) das voll- 


ständige Legendresche Normalintegral erster Gattung bedeutet. Wir 
haben nun noch (14) in den Phasenintegralen auszudrücken. Dazu 
folgt aus (5): 


En Pe J" 
= Elm wre Jey 
E Jo? _ VI J 
ae = Ee (15) 


also gibt (14): 
ay _ SBm ur) aa 

om VIF VI — IE 

worin für & der Ausdruck aus (15) zu substituieren ist. Die Gesamt- 

energie der gestörten Bewegung ist also nach (8) und (13) in erster 


r 


Näherung: 1 
„Bm. r(5) 
2mm 212 VI+YR J? 
Die Grundfrequenzen der gestörten Bewegung sind mithin: 
ee TR | 
t J aw YP 2m 


i jbm 1 5 | FGS) yerga 


+4 —— 
2m YJ yI —= Jl 2Ve—ss os \2 


VIVI — Rè VJ — Je T+ VP—Ip 00, 


BE BE E) perg 
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wobei zu substituieren ist: 
sı/2 


B (2, s) = i een =.| sinp.dp 
Jo. yI — JP J(1— esin? p)" | (19) 


OJ 


ra) 
dJa \2?/ oJ 

= Das Auftreten von v, bedeutet bekanntlich, daß die Achse der 
Mittelpunktsellipse in eine zu & proportionale Drehung gerät, d.h. 
die Ellipse spaltet sich in zwei Schleifen, die sich unter einem unter- 
halb x gelegenen Winkel aneinandersetzen, so daß die Bahn die Form 
einer Schleife annimmt, die einer in der Nähe von x gelegenen 
Periheldrehung unterliegt. 

Wir haben im vorangehenden angenommen, daß ß in der ge- 
störten Bewegung denselben Wert haben sollte, wie in der harmo- 
nischen Ellipse selbst. Wir wollen nun die Voraussetzung treffen, 
daß. 6, wenigstens in erster Näherung, in linearer Abhängigkeit von 
& abnehmen solle, und eine direkte Entwicklung der Bewegungs- 
gleichung versuchen. Wir setzen dazu: 

b = be tna, E=E+ Ei, (20) 
wo o, Eo die Werte von ß und E in der harmonischen Endellipse, 
n und E, aber positive Konstanten bedeuten. Um den Wert von E, 
zu ermitteln, berechnen wir wieder das Phasenintegral: 


= ty Se ee wer r 
—H,r+1 


5 T PE A 
m r 


m? 


er s (21) 


Bedeutet daher J,° den Wert des Phasenintegrals in der unge- 
störten Bewegung, so folgt hieraus: 


ae m fno Ey, l a )\ ae OE 
Ben 0.2057; ae s+ F(Z e\ + (22) 


Nun muß gemäß den Ausführungen des § 1 wegen der adiaba- 
tischen Invarianzeigenschaft J, = J,° sein, daher muß die letzte 
Klammer verschwinden; dies gibt eine Gleichung fiir E,, deren 
Lésung ist: | 


u =, Flat (23) 
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Für n = 0 stimmt dieser Ausdruck mit dem in (17) gegebenen 
überein, wie sich durch eine leichte Rechnung nachweisen läßt. Die 
Gleichung zeigt, daß EH, positiv ist und mit n wächst, d. h. daß die 
Totalenergie um so stärker abnimmt, je schneller ß sich vermindert. 
Wir gehen nun an die Integration der Bewegungsgleichung: 


pee en, dr 
~ m 9A OF On m 
r -Ent nr, 
m m m m? 
ee a (ce nn ° 
= _ 2 Bo iq 240, P? 
r y-en, m? 
ra| (mre—Er+l)dr 4... (24) 
m 2 2 
P | oa a(r ») |/ — ur B pa BF 


Zur Integration des zweiten Teiles ist eine Partialbruchentwicklung 
anzuwenden. Dabei zerlegen wir die auftretenden Integrale nach 
folgendem Beispiel: 


| a LV HAH) 


(r — a) Y (a? — r?) (r? — p (r2 — a?) (a? — b?) 


E (ra — a) EE nn) 


Wir machen nun die Substitution: 
2 72 _ 
u = Ve 2 pa | (25) 


WR Sr (r? = fie (a? — = (r? is =e 


dann wird 


|; eee SIEH, T 
| me u? ¥(1 — u?) (1 — 222) N: — 62 442) a (a? — b?) 
& dr — oo 
(r2 — b?) Y(a? — r?) (r? — b?) | 
er ol _ i aa o EROBERN oe un IT (u, 1), 
a(a?— b) J} (w@—1)¥—w)(1— eu) a (a? — b’) 


wobei wir in Anlehnung an Legendre fiir das elliptische Integral 
dritter Gattung die Bezeichnung einfiihren: 


| du | 
== m —® 26 
zes | (u? — a) ¥(1 — u?) (1 — & u?) ai 
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Somit wird schließlich: 


(nr®— E,ır+1)dr 
(r? — a?) (r2 — b?) oa mee y4 + —— 


I a E [r2 {n (a2 2) _ 
= IT 


an 2 — p?’ 
er 


+ {E, (a? + bd) — 2 na? b3) + se : ‘Sapa (T(n 0) — M (u 1); 


* 


und daher das Integral von (24): 


— 2 2 
p = 4 arc cos Prime E, LO fno) 


r2 Yma Ey? — 2 Bomp? Taai 
nen, ee r(3 )-_ FS, e) a 


Safe ie _ BET De - + (27) 
Var ann 
0 uud 0 


Dies ist die hinlänglich komplizierte Gleichung der Bahnkurve. 
Da die elliptischen Integrale IZ(u,0) und JI(u,1) in u periodische 
Funktionen sind, so drückt (27) das Bestreben einer mit & propor- 
tionalen Achsenverschiebung aus, die im oben beschriebenen Sinne 
erfolgt. 

Es bleibt uns schließlich noch übrig, die Änderung der Achsen 
a,b unter dem Einfluß der adiabatischen Transformation zu unter- 
suchen. Es sind aber diese Größen die Wurzeln der Gleichung § 2 (9). 
Wir fassen sie für den Augenblick in der Bezeichnung r° zusammen 
und entwickeln allgemein die Wurzeln in der gestörten Bewegung in 
der Form: 


r=r+dao+do0-+ --- (28) 


Dies substituieren wir in $ 2 (9) und entwickeln unter Beachtung 
von (20) nach Potenzen von a Für den ersten Koeffizienten d, er- 
halten wir die Bestimmungsgleichung: 


d, (2 Ey — 4 r°? Bo) ro — nro* — E, ro’ + 70 


ee nc ER (29) 
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Wir haben das Vorzeichen dieses Ausdrucks zu untersuchen, wir 
tun dies zunächst für n — 0, d. h. konstantes ß. Ist r° = a, so wird: 


u eae 7 97 
2 zy — 7 Bor’ 
m 
u l E E 25 1225 _ 
= epee a a a 


also jedenfalls positiv, d. h. nach (28): r,° nimmt ab. Setzen wir 
aber r° = b, so wird: 


1 1 17 759- \ 
En Be ?/— £2 — ft —— £6 8 se 

2 zv Terme tr 
2 — 2 Por? 


letzteres unter Beachtung der Entwicklungen: 


b 1 1 5 
a. Bae ey Te S EEE EREE S 
á Bee e aS 
9 9 25 1225 


x 1 
B — Sur; 2 NE 4 = 6 ee ee 8 e...’ 
r(F..) bag erga een 


es ist also auch fiir r° = b d,"=° > 0, d. h. auch 7,° nimmt ab, und 
zwar ist aus den gegebenen Reihen ersichtlich, daß die Abnahme 
von ro? stärker ist als die von 7,°: die Ellipse schrumpft nach dem 
Kern hin zusammen. Der Einfluß von n, d. h. der Abnahme des 
elastischen Potentials, äußert sich in (29) in einem negativen Zusatz, 
d. h. einem Anwachsen beider Extremdistanzen. Ist n groß, so kom- 
pensiert dieses Anwachsen die ursprünglich durch das Newtonsche 
Feld hervorgerufene Abnahme, und jetzt ist das Wachstum der 
Apheldistanz ro stärker als das der Periheldistanz r}. Auch hier ist 
derselbe Unterschied zwischen den „Achsen“ und den Extremdistanzen 
der gestörten Bahn zu machen, den wir in $ 3 erläutert haben. 


T 


87. Zusammenfassung. Es ist uns durch die vorangehenden 
Ausführungen gelungen, uns aus den einzelnen Bewegungsstadien des 
adiabatischen Überganges ein Bild vom Verlaufe der Transformation 
zu machen. Wir wollen hier noch kurz die erhaltenen Resultate 
zusammenstellen: 
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1. Die Periodenzahl des Radius x, geht stetig vom Werte 1 zum 
Werte 2 über; | = 

2. Der von den nach dem Perihel und dem Aphel gehenden 
Radienvektoren am Kern eingeschlossene Polarwinkel nimmt stetig 
vom Anfangswerte x zum Endwerte 2/2 ab; 

3. Im Zusammenhang damit nimmt die Gesamtperiode von 22 
bis x stetig ab; 

4. Daher hat die Bahn die Form einer rotierenden Schleife; 
diese dreht sich anfänglich gar nicht, gerät allmählich in eine immer 
stärker werdende Rotation, bis schließlich je zwei aufeinanderfolgende 
Schleifen sich zu einer harmonischen Ellipse zusammensetzen.. Die 
Schleife selbst ist exzentrisch, d. h. der attrahierende Kern liegt zwar 
auf ihrer Symmetrieachse, aber nicht im Mittelpunkt derselben. Die 
Schleife ist — wie die folgenden Figuren zeigen — etwa mit einer 
Brennpunktsellipse zu vergleichen. 

5. Man kann durch passende Wahl der Abhängigkeit von a und 
ß erreichen, daß die Dimensionen der Bahn, d. h. Aphel- und Perihel- 
distanz annähernd ungeändert bleiben. | 

Es erscheint dem Gesagten zufolge die Annahme durchaus 
gerechtfertigt, daß bei passend geleiteter adiabatischer Variation von 
& und ß die beschriebenen Bahnen allmählich der Reihe nach durch- 
laufen werden, und insofern ist durch unsere Betrachtung die Bahn 
des rotierenden Elektrons — allerdings nur vom phoronomischen 
Gesichtspunkte aus — erledigt. 

§8. Zu den Figuren. Wir beabsichtigen in diesem Para- 
graphen, an Hand von Figuren, die durch zahlenmäßige Rechnung 
gefunden sind, einen Überblick über die im vorangehenden nur 
analytisch behandelte Bewegung zu geben, und zwar genügt es, vier 
zwischen der Kepler- und harmonischen Ellipse gelegene Bahnen zu 
integrieren. Diese vier Bahnen sollen so gewählt sein, daß sie dem- 
selben Elektron angehören, welches jede von ihnen im Laufe der 
Zeit einmal durchlaufen muß. Hierbei zeigt sich gleich eine funda- 
mentale Schwierigkeit; die wirkliche Bewegung des Elektrons unter- 
liegt der Forderung der adiabatischen .Invarianz der Phasenintegrale; 
geben wir daher in einem Augenblick der Transformation die Werte 
von & und ß, so ist damit der Wert der Energie eindeutig festgelegt. 
Wir sind aber nicht in der Lage, allgemein für jeden Augenblick 
den Zusammenhang der Energie mit den Phasenintegralen anzugeben 
und können daher nicht die: der Invarianzforderung genügenden 
Bahnen streng ermitteln, dies ist vielmehr nur für die gequantelten 
Bahnen der Anfangs- und Endbewegung, sowie des Falles D — 0 
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Fig. 2. 
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möglich. In den anderen Fällen sind wir darauf angewiesen, inter- 
polatorisch einen Wert der Energie zu bestimmen, der mit großer 
Wahrscheinlichkeit von dem wahren, quantenmäßig bestimmten Werte 
nicht viel abweichen kann. Streng genommen sind daher die im 
folgenden gegebenen Bahnen nicht als zum selben Elektron gehörig 
anzusehen, aber — dessen sind wir sicher — die wirkliche Bewegung 
des letzteren wird in Kurven vor sich gehen, die von den gegebenen 
nicht wesentlich abweichen können und daher geben unsere Figuren 
mit großer Annäherung den Charakter des wirklichen Transformations- 
verlaufs wieder. 

Die Dimensionen der im folgenden verwandten Größen sind: 

[x] = [mt]; [8] = [mt]; [E] = [mit]; 
[h] = [mett]; [p] = [mit]. 
Wir legen den Rechnungen zugrunde die Quantenzahlen: 
n =l, m = 4, 
akzeptieren im übrigen die für das gewöhnliche Wasserstoffatom 
geltenden Konstanten, so daß also: 
OH = — 4,7742.10-72; p = 4,16031. 10-27. 
Für die Endbahn seien die Energie und Feldkonstante [vgl. § 6 (8)]: 
E = 2,1734.10—18, By) = 1000. 
Die Figuren beziehen sich auf folgende vier Fälle: 


l. «= — 5.10722, E=.0; B = 0,5; 
2. œ = —4,8.10—-?, E = 0,5.10—*4, B = 0,75; 
3. œ = — 4,65197.10-2, E = 125998.10-4, B= 1; 

4. % = — 8.1072, kI A l ea = 10. 


Für die dritte dieser Bahnen liegt der Fall D = 0 vor, für den 
wir die Quadratur in $4 gegeben haben. Die übrigen Fälle sind 
teils mittels mechanischer Quadratur, teils mittels der analytischen 
Entwicklungen erledigt. 

Die erste Bahn hat durchaus die Form einer mäßig rotierenden 
Brennpunktsellipse. Die Periheldrehung beträgt 54°47 52". Die 
zweite Bahn stellt eine rotierende Schleife dar, deren Rotations- 
bewegung wesentlich stärker als im vorangehenden Falle ist (79° 51’ 40”). 
Die Schleife hat Ellipsengestalt, allerdings liegt ihre Ausbauchung 
näher am Zentrum als bei einer wirklichen Ellipse. Die dritte Bahn 
ist vom gleichen Typus, die Rotation der Schleife beträgt 99° 50’ 46”; 
bemerkenswert ist, daß die Schleife eine sehr schmale, kaum noch als 
ellipsenähnlich zu bezeichnende Form hat; wir glauben, hierin ein 
Zeichen der Annäherung an die harmonische Endellipse sehen zu 
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müssen, die ja bei den von uns gewählten Quantenzahlen außer- 
ordentlich stark exzentrisch ist (€ = 0,92). Die letzte Bahnkurve 
. weicht äußerst wenig von einer harmonischen Ellipse ab, sie ist also, 
gemäß. unserer durchgängigen Auffassung, eine Schleife mit einer 
Periheldrehung von 1720 57'6”. Es ist interessant zu sehen, wie wenig 
Einfluß eine große Änderung von ß — nämlich vom Endwert 1000 
auf den angenommenen Wert 10 — bei kleinem « hat. 

Die Gesamtheit der von uns erhaltenen Bahnen bestätigt alle 
bereits in der analytischen Behandlung gewonnenen Resultate. 

Es ist mir eine angenebme Pflicht, Herrn Prof. Dr. F. Reiche, 
Breslau, auch an dieser Stelle meinen tiefstgefiihlten Dank für alle 
Anregungen auszusprechen, die ich von ihm während der Entstehung 
dieser Arbeit empfangen babe. 
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Die photochemische Spaltung von Monochlor- und 
Monobromessigsäure und das Einsteinsche Gesetz. 


Von Erik Rudberg in Stockholm. 
Mit fünf Abbildungen. (Eingegangen am 10. April 1924.) 


Es wird die Hydrolyse von Chlor- und Bromessigsäure in spektral 

zerlegtem Lichte untersucht. Die Chloressigsäurespaltung gehorcht 

dem photochemischen Äquivalentgesetz, die Spaltung von Brom- 

essigsäure nicht. Die Ausbeute ist für letztere Säure in alkalischen 
Lösungen größer als in sauren. 


Das photochemische. Äquivalentgesetz Einsteins 
N= Qh», 
welches fordert, daß die Anzahl der Molekeln, die sich bei einer in 
monochromatischem Licht von der Frequenz v verlaufenden Reaktion 
umsetzen, der Anzahl der absorbierten Quanten hy gleich sein soll 
(Q = absorbierte Energie), ist seit E. Warburgs ersten klassischen 
Arbeiten Gegenstand der Untersuchungen einer Reihe von Forschern 
gewesen. Dabei hat sich ergeben, daß das Gesetz für manche Reak- 
tionen gültig ist, während in vielen Fällen das Güteverhältnis 
Anzahl Moleküle/Anzahl Quanten 

bedeutend, in einigen sogar um Zehnerpotenzen !) größer oder kleiner 
als 1 gefunden wurde. Um diese Anomalien erklären zu können, hat 
man sich spezielle Vorstellungen über die photochemische Reaktion 
gemacht. Zurzeit nimmt man wohl gewöhnlich an, daß der primäre 
Effekt bei einer Lichtreaktion in der Aufnahme eines Quantums seitens 
der lichtempfindlichen Molekel besteht; letztere wird dabei in einen 
aktiven Zustand übergeführt und kann verschiedene Reaktionen geben. 

In dieser Untersuchung habe ich den Zusammenhang studiert 
zwischen der chemischen Umsetzung und der Zahl der absorbierten 
Quanten bei der Spaltung von Monochlor- und Monobromessigsäure 
. in wässeriger Lösung unter der Einwirkung von ultraviolettem Licht. 
Diese Reaktion 

XCH,COOH + H,O = HOCH,COOH + HX 

findet schon im Dunkeln statt, bei Zimmertemperatur jedoch nur mit 
geringer Geschwindigkeit. Die photochemische Reaktion ist früher 
von Euler und Cassel?) untersucht worden. Bei ihren Versuchen 


1) Für die Chlorknallgasreaktion mit einem Güteverhältnis von etwa 106 
hat Nernst, ZS. f. Elektrochem. 24, 335, 1918, eine Theorie gegeben, die durch 
Versuche von Noddack, ZS. f. Elektrochem. 27, 359, 1921, eine experimentelle 
Stütze bekommen hat. 

2) ZS. f. physik, Chem. 84, 371, 1913. 
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war die Lösung in einem flachen Kolben aus Quarz eingeschlossen, 
der 6cm vor eine Quarzlampe gestellt und während der Belichtung 
durch Kühlung mit fließendem Wasser auf konstanter Temperatur 
gehalten wurde. Die abgespaltenen Halogenionen wurden durch Fällen 
-= mit Silbernitrat ohne Erwärmung gravimetrisch bestimmt. Die Kon- 
zentration der Lösungen variierte zwischen 0,1 und 2n. Beim Ab- 
blenden von kurzwelligem Licht durch Scheiben aus Glas und Uviol- 
glas erbielten sie keine Reaktion und schlossen daraus, daß das 
wirksame Licht eine kürzere Wellenlänge als 250mp haben müsse. 
Sie fanden auch, daß die in der Zeiteinheit umgesetzte Menge nicht 
völlig konstant war, sondern während der Reaktion langsam abnahm. 
Für Chloressigsäure war die Spaltung unter gleichen Bedingungen 
immer bedeutend größer als für Bromessigsäure. 


Die wichtigsten Anforderungen, die bei einer Priifung des photo- 
chemischen Äquivalentgesetzes ‚an die Versuchsanordnung gestellt 
werden müssen, sind: 

möglichst gute Einfarbigkeit des verwendeten Lichtes; 

wohl definierte optische Verhältnisse, damit die totale Licht- 

absorption bestimmt werden kann. 

Hinsichtlich der ersten Bedingung haben die meisten Forscher 
mittels Lichtfilter die betreffenden Spektralbereiche. abgesondert, mit 
Ausnabme von E. Warburg, der unter Verwendung sehr intensiver 
elektrischer Funken als Lichtquelle auch beim Zerlegen der Strahlung 
in einem Spektralapparat eine Lichtstärke erhielt, die genügend groß 
war, um eine meßbare Reaktion hervorzurufen 1). Da aber die quan- 
titativen Filter, die bisher Verwendung fanden, nur Wellenlängen im 
sichtbaren Licht und Ultraviolett bis 313 mu umfassen, während die 
wirksame Strahlung bei der Spaltung der Halogenessigsäuren wahr- 
scheinlich — was die Versuche später auch bestätigten — bedeutend 
kurzwelliger war, blieb nur die Methode übrig, das Licht spektral zu 
zerlegen. Weil dadurch die Intensität sehr klein wird, muß man sich 
von Anfang an darauf einrichten, durch eine verfeinerte Analyse sehr 
kleine Umsetzungen zu bestimmen. 


Experimentelles. Als Lichtquelle diente eine Quecksilber- 
lampe von Heraeus, die bei 135 Volt Klemmenspannung etwa 
2,2 Amp. verbrauchte. Da die Lampe mit Strom von der städtischen 
Zentrale betrieben wurde, variierte die Spannung während jedes Ver- 
suches ein wenig, gewöhnlich zwischen 132 und 136 Volt. Das Licht 
von der Lampe wurde mittels einer Quarzlinse (Z,) auf einem mit 


1) ZS. f. Elektrochem. 27, 133, 1921. 
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dem Lampenrohr parallelen Spalt (S,) gesammelt (Fig.1). Das von 
diesem kommende Strahlenbündel wurde durch eine zweite Quarz- 
linse (Z,) parallel gemacht und passierte darauf ein gleichseitiges 
Quarzprisma (P), das auf das Minimum der Ablenkung für sichtbares 
(gelbes) Licht eingestellt war. Eine andere Quarzlinse (L) sammelte 
die austretenden Strahlen zu einem Spektrum. Mittels eines zweiten 
Spaltes (S,) konnte aus diesem Spektrum ein kleiner Wellenlängen- 
bereich ausgeschnitten werden; der Spalt konnte durch einen Mikro- 
metermechanismus mit zugehörigem Maßstab auf eine bestimmte 
Stelle im Spektrum eingerichtet werden. Das divergente Lichtbündel 
aus diesem Spalt wurde durch eine vierte Linse (Z,) aus Quarz 
parallel gemacht und gelangte nachher auf das Reaktionsgefäß. Dieses 
bestand aus einem 20 mm langen Glasrohr, von etwa 15mm innerem 
Durchmesser und mit plangeschliffenen, parallelen Endflächen; auf 
diesen wurden mittels Siegellacks zwei planparallele, 1mm dicke 


Lampe 


Fig. 1. 


Quarzplatten befestigt. Die Verkittung war in solcher Weise aus- 
geführt, daß der Siegellack nur in der sehr dünnen Schicht zwischen 
der Platte und dem Rohr mit der Reaktionslésung in Berührung 
kommen konnte, die der Kiivette durch eine kleine, mit einem kurzen 
Tubus versehene Öffnung im Glasrohr zugeführt wurde. Während 
der Versuche blieb diese Öffnung von einem kleinen Glasstöpsel ver- | 
schlossen. Unmittelbar vor der Küvette, die 3,34 ccm hielt, war eine 
Blende aus schwarzem Karton mit einem kreisrunden Loch von 1,31 qem 
angebracht. 

Die Intensitätsmessungen wurden mit einem empfindlichen Thermo- 
element von Zeiss ausgeführt, das mit einem Spiegelgalvanometer in 
Reihe geschaltet war; die Ausschläge konnten an einer Skala in 2m 
Entfernung mit dem Fernrohr abgelesen werden. Das Thermoelement, 
das dicht hinter der Küvette aufgestellt wurde, trug ein dünnes 
Quarzfenster, dessen Lichtabsorption deshalb nicht berücksichtigt 
worden ist. Vor diesem Fenster befand sich eine runde Blende, deren 


Öffnung nur etwa halb so groß war, wie die der vor der Küvette 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 18 
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befestigten Blende. Die auf dem Thermoelement in dieser Weise 
abgegrenzte Fläche war somit bei allen Messungen völlig belichtet. 
Bei der Eichung des Elementes‘auf die Strahlung einer Hefnerlampe 
wurde dieselbe Blende verwendet, weshalb die Intensität J, die, mit 
dem Thermoelement gemessen, einen Galvanometerausschlag s gibt, 
aus den entsprechenden Größen für die Hefnerlampe Io, So sogleich 


bestimmt werden kann 1 = hs/%. 


Aus einer größeren Anzahl Messungen, wobei das Thermoelement 
in 1m Abstand von der Hefnerlampe aufgestellt war, wurde als Mittel- 
wert für sọ berechnet 8,34 cm. Die sichersten absoluten Messungen über 
die Strahlung der Hefnerlampe dürften die von Gerlach angestellten 
sein; er gibt die Intensität in 1m Entfernung zu 22,6 . 107° gcal/qem sec 
an!). In diesem Falle entspricht also ein Galvanometerausschlag von 
l cm einer Intensität 2,71.10-°gcal/qemsec. Das Thermoelement und 
die Küvette hatte ich, um Störungen durch Luftzug oder fremde Strahlung 
zu vermeiden, in einen doppelwandigen Kasten aus Pappe eingebaut, 
in dessen einer Wand ein Loch für das Strahlenbündel war, das mit 
einer Klappe verschlossen werden konnte. Trotz dieser Vorsichts- 
maßregel war der Nullpunkt des Galvanometers nicht ganz konstant, 
sondern variierte langsam während der Messungen. Seine Lage 
mußte deshalb vor und nach jeder Messung bestimmt werden; als 
Nullpunkt wurde das Mittel aus den beiden Ablesungen angesehen. 
Daß dieses Verfahren berechtigt ist, zeigen Bestimmungen von s, 
die bei verschieden großen Nullpunktsvariationen ausgeführt wurden: 
sie gaben alle durchschnittlich denselben Wert für den Ausschlag. 
Jede Messung dauerte 10 Minuten: 5 Minuten nachdem der Verschluß 
geöffnet wurde, war der Galvanometerausschlag konstant und wurde 
abgelesen; dann wurde der Verschluß betätigt, und das Element 
kehrte in 5 Minuten in die Nullage zurück. 

Um eine genügend große Intensität zu erhalten, mußten die 
beiden Spalte eine ziemlich große Öffnung haben, S, war 0,8 mm, 
S, 18mm. Da aber das ultraviolette Spektrum des Quecksilber- 
dampfes aus einigen wenigen, sehr starken, diskreten und einer Reihe 
von schwachen Linien besteht, konnte auch mit so großen Spalt- 
öffnungen eine für diese Untersuchung hinreichend monochromatische 
Strahlung erhalten werden. (Die beiden Linien 253,6 und 266 mu 
konnten z. B. ohne Schwierigkeit völlig getrennt werden.) 

Für die Bestimmung der bei der Belichtung abgespaltenen Menge 
Halogenionen war die von Euler und Cassel benutzte gravimetrische 


1) Phys. ZS. 14, 577, 1913. 
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Methode nicht empfindlich genug. Aber auch die gewöhnlichen 
maßanalytischen Methoden erlauben es nicht, Halogenmengen von der 
Größenordnung 10-7 — 10—®g-Ionen, entsprechend 0,01 — 0,001 mg 
Silberfällung, in 2ccm Lösung zu bestimmen. Dagegen kann man 
sich der elektrometrischen Titrierung !) bedienen. Diese wird in der 
Weise ausgeführt, daß man der Lösung, deren Gehalt von Halogen- 
ionen zu bestimmen ist, aus einer Bürette bestimmte Mengen Silber- 
nitrat zusetzt und gleichzeitig mittels eines in die Lösung hineingetauchten 
Silber- oder Platindrahtes, einer mit der Flüssigkeit elektrolytisch 
verbundenen Normalelektrode und eines geeigneten Meßapparates das 
Potential zwischen Metallelektrode und Lösung verfolgt. Dieses 
Potential ist eine stetige Funktion der Silberionenkonzentration und 
fällt steil ab, wenn die zugeführte Silbermenge dem zu bestimmenden 
Halogengehalt äquivalent wird. Dieser Punkt stellt einen Wendepunkt 
für die Potentialkurve dar. 

Bei diesen Untersuchungen 
wurde das Potential nach der 
gewöhnlichen Kompensations- 
methode gemessen, mit einem 
Kapillarelektrometer als Null- 
instrament. Das Titrierungs- 
gefäß bestand aus einem kleinen 
Glastrichter, in dessen Rohr 
ein 1,5 mm starker Draht aus 
99,9 proz. Silber mit Siegellack eingekittet war, und zwar in solcher 
Weise, daß der Draht etwa 10 mm in den Trichterkonus hinein- 
ragte (Fig. 2). Wenn dieser 2 ccm Lösung enthielt, war die Elek- 
trode völlig mit der Flüssigkeit bedeckt. Durch einen Quecksilber- 
kontakt war der Draht mit dem Kompensationsapparat in Verbindung. 
Als Gegenelektrode wurde Hg | Hg,SO, ;-nK,SO, verwendet; diese 
war durch ein Zwischengefäß und einen mit Hahn versehenen Heber 
mit der Lösung verbunden. Die letzteren waren beide mit 0,1nK,SO, 
gefüllt, damit unter keinen Umständen fremde Halogenionen die 
Analyse hätten stören können; außerdem war der Heber zur Ver- 
hinderung von Diffusion in dem Ende, das in das Titrierungsgefäß 
hineintauchte, zu einer kurzen, nur etwa 0,l mm weiten Kapillare 
verjiingt. Die Mikrobürette, die 2 ccm hielt, war in 1/,, ccm gra- 
duiert (ein Teilstrich = 2 mm). Die Silbernitratlösung war 0,002 
normal. 


Fig. 2. 


1) Siehe bei E. Müller, Die elektrometrische Maßanalyse. Dresden und 
Leipzig 1921. 
18* 


252 Erik Rudberg, 


Die Analyse wurde nun in folgender Weise ausgeführt. Zu der 
halogenhaltigen Lösung wurden unter Umrühren stufenweise kleine 
Mengen Silbernitrat zugesetzt; nach jedem Zusatz wurde das Poten- 
tial durch Kompensation bestimmt. Dabei muß man darauf achten, 
daß die Flüssigkeit nach dem Umrühren zur Ruhe gekommen ist, 
bevor die Messung vorgenommen wird, weil man sonst, wenigstens 
bei kleinen Konzentrationen, keine konstanten Werte erhält, was wahr- 
scheinlich auf Strömungsströme zurückzuführen ist. In dem Maße wie 
die Potentialänderungen größer wurden, wurden die zugesetzten 
Mengen kleiner genommen; in der Nähe des Umschlagspunktes wurde 
für jeden 0,02ccm das Potential gemessen. Die erhaltenen Propor- 
tionalitätszahlen für das Potential wurden als Ordinaten in ein recht- 
winkliges Koordinatensystem eingetragen, wo die Abszissen den zu- 

12 


6 70 
6 3 
: 6} 
2 4 
0 07 02 0 2 
com Ag NO3 
Fig. 3. Potentialkurven 
AgNO, 
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und Brom-(4)-Titrierung. Fig. 4. 


geführten Mengen Silbernitratlösung entsprachen, und der Wendepunkt 
der Potentialkurve bestimmt. Es wurden immer 2 ccm Lösung analysiert. 

Die Reaktionszeiten mußten ziemlich groß genommen werden; 
gewöhnlich wurde 1 bis 8 Stunden belichtet. Für die Dunkelreaktion, 
deren Geschwindigkeit bei diesen Untersuchungen 5 bis 10 Proz. von 
derjenigen der Lichtreaktion betrug, habe ich in folgender Weise 
korrigiert. Eine Parallelprobe aus derselben Lösung, welche belichtet 
wurde, blieb während der Belichtung in einer dunklen Flasche neben 
der Küvette in dem früher erwähnten Kasten stehen. Die beiden 
Lösungen hatten dadurch immer dieselbe Temperatur. Am Ende des 
Versuches wurden die Proben unmittelbar nacheinander titriert. Man 
erhält somit im selben Koordinatensystem zwei Potentialkurven, eine 
für die belichtete und eine für die unbelichtete Lösung. Nimmt 
man nun an, was gewöhnlich geschieht, daß die Licht- und die 
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Dunkelreaktion unabhängig voneinander verlaufen, so stellt der Ab- 
stand zwischen den beiden Kurven im Wendepunkt die Spaltung dar, 
die die Belichtung allein bewirkt hat. Da die Kurven in den Um- 
schlagspunkten außerdem parallel verlaufen, brauchen diese nicht 
interpoliert zu werden, was ziemlich schwierig ist; man mißt nur den 
Abstand in der Richtung der Abszissenachse zwischen den beiden 
parallelen Stücken, und zwar in den Mittelpunkten derselben. 

Die zu analysierenden Lösungen hatten eine Halogenionenkonzen- 
tration von höchstens 0,0005n, waren aber in bezug auf Halogen- 
essigsäure sogar 0,5n. Zur Kontrolle, daß dieser beträchtliche Ge- 
halt eines fremden Stoffes die Analyse nicht beeinflußt, wurden 2ccm 
einer 0,5 normalen Chloressigsäurelösung einmal allein, einmal nach 
Zusatz von 0,02ccm einer 0,0177 normalen Kochsalzlésung titriert. 
Die Zunahme der Chlorionenkonzentration entspricht dann einer etwa 
achtstündigen Belichtung. Drei solche Versuche wurden angestellt. 
In der Tabelle sind aufgeführt: die Differenz zwischen den zuge- 
setzten Silbernitratmengen, aus den Potentialkurven bestimmt, die dazu 
äquivalente Anzahl Grammionen Cl und die letztere Größe aus dem 
Salzzusatz berechnet. Die Übereinstimmung ist befriedigend. 


Versuch 4x0; 1072 cem| Cl’ gefunden Cl’ berechnet 
Are u | 18,7 3,60 . 1077 
Dae i | 18,8 3,62 3,54.10—7 
Cara ae | 18,1 3,49 
Mittel: | 357.107 | 8,54.10—7 


Versuche mit Monochloressigsäure. Zuerst sollte die wirk- 
same Strahlung bestimmt werden. Bei zwei Belichtungsversuchen 
mit den starken Linien 360 mu bzw. 313mu war auch nach fünf 
Stunden keine Spaltung zu konstatieren. Im Lichte von der Wellen- 
länge 266 mu war eine Reaktion merkbar, aber die Geschwindigkeit 
war zu klein, um einige Messungen zu erlauben. In der Strahlung 
von 253,6 mu wurde dagegen eine meßbare Spaltung erhalten. Da 
meine Quarzoptik keine sicheren Untersuchungen bei noch kürzeren 
Wellenlängen gestattete, mußte ich mich auf Versuche mit dieser 
Strahlung beschränken. 

Die Chloressigsäure war ein Präparat von Kahlbaum; eine frisch 
bereitete Lösung der Säure zeigte nur einen sehr kleinen Gehalt an 
Chlorionen. Zwei Versuchsreihen mit verschiedenen Konzentrationen | 
wurden angestellt, eine mit 0,3 normaler und eine mit 0,5 normaler 
Säure. In der letzteren Konzentration absorbiert die Lösung fast 
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90 Proz. der einfallenden Strahlung. Da bei diesen Versuchen, wie 
später auch bei der Bromessigsäure, das verwendete destillierte Wasser 
eine Absorption gab, für die korrigiert werden mußte, war es nicht 
möglich mit noch größeren Konzentrationen zu arbeiten. In den 
allerletzten Versuchsreihen mit Bromessigsäure gelang es mir, ein ab- 
sorptionsfreies Wasser zu erhalten. Bei den Intensitätsbestimmungen 
wurde immer ein Mittelwert aus einer Anzahl Messungen genommen. 
In dieser Weise wurde der Galvanometerausschlag für die Strahlung 
bestimmt, die die erste Quarzplatte (s), die zwei Quarzplatten (sọ), 
die die Küvette, mit Wasser (sw) und mit der Lösung (sw;s) gefüllt, 
passiert hatte. Der Bruchteil der einfallenden Strahlung, den eine 
Quarzplatte durchläßt, ist dann 8g/s; daraus berechnen sich die Aus- 
schlage sw und swis, welche der Intensität dicht vor der zweiten 
Platte in der mit Wasser bzw. mit Lösung gefüllten Küvette ent- 
sprechen: Ä 
Sw = Sw.s/8q3  Swis = 3W43:53,8Q- 

Nimmt man nun an, daß die Moleküle das Licht unabhängig 
voneinander absorbieren, und werden die Absorptionskonstanten des 
Wassers und der Chloressigsäure mit aw und &s, die Schichtdicke 
mit d bezeichnet, so ist: 


' — dQ —d(a a 
Sw = S.é wW: Sw+s =S.e ( wr 9), 


Aus diesen Gleichungen kann der Ausschlag (ss), welcher der 
Absorption der Chloressigsäure entspricht, ohne Kenntnis von d be- 
rechnet werden: Og | 

ss = (s — sw+s) tw F as 


Die Schwächung, welche die Strahlung durch eine Quarzplatte 
erfährt, ist teils auf Absorption, teils auf Reflexion an den Ober- 
flächen zurückzuführen. Für dié Bestimmung von sw und sw;s ist 
es gleichgültig, in welcher Weise die Schwächung geschieht. Da- 
gegen kommt bei den Belichtungsversuchen ein Teil der reflektierten 
Strablung der Reaktion zugute. Arbeitet man aber, wie es bei diesen 
Versuchen immer der Fall war, bei starker Absorption, so wird die 
reflektierte Strahlung verschwindend klein und kann vernachlässigt 
werden. 

Hat man sg bestimmt, so ergibt sich die Zahl der in der Stunde 
absorbierten Quanten hv: 


3600. 2,71.10-%.4,189 . 107.89. 1,831.4. 10-7 
6,543 . 10-27. 3. 1010 


wo A die Wellenlänge in mu ist. 


= 2,727 .1014.4.s5, 
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Monochloressigsäure 0,5n, A = 253,6 mu. 


Versuch Stunden | Ag N Og 107? ccm 
49 1 2,5 
55 2 5,0 
50 3 7,2 
54 4 8,9 
53 5 11,9 
48 6 18,8 
46 7 16,5 
47 8 19,0 
Summiert: | 36 84,8 
In der Stunde im Mittel: 2,4 


Der Titer der Silbernitratlösung war 0,00195n; da das analysierte 
Volumen 2/3,34 desjenigen der Küvette war, ist die Zahl der ge- 
spaltenen Molekel während derselben Zeit: 


2,4 . 0,00195. 10-5. 6,062 . 1033. 3,34 /2 = 2,4. 1,974. 101° = 4,7. 1016, 


Monochloressigsäure 0,3n, A = 253,6 mu. 


Versuch | Stunden 


AgNO; 107? ccm 


61 1 2,2 
64 2 3,3 
58 3 5,6 
59 4 7,4 
60 5 9,0 
57 6 10,5 
62 7 12,9 
63 8 14,0 
Summiert: | 36 64,9 
In der Stunde im Mittel: 1,8 


Anzahl der gespaltenen Molekeln in der Stunde 38,6. 1016. 


Die Intensitätsmessungen ergaben: 
s = 0,80, sg = 0,71, sw = 0,62, sw+s(0,5n Säure) —= 0,09, 
Sw+s (0,3 n Säure) = 0,17, 
daraus berechnet sich: 


| 0,5 n Säure | 0,3 n Säure 
a 
ee ee ee ee ee ee eee ee 0,65 0,55 
d.ag (mit dekadischen Logarithmen gerechnet) 0,84 0,56 
d.ag berechnet für In Saure.......... 1,7 1,9 
Anzahl abs. Quanten in der Stunde . . . 2... 4,5.1016 3,8. 1016 
Anzahl gesp. Molekeln in der Stunde ...... 4,7.1016 3,6. 1016 


Güteverhältnis 


. e ò 6o ò% òo oò ò  @ @  @ ò%  @®  @  @® ò% o 


1,05 


0,95 
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Den Fehler in der Bestimmung der Anzahl Quanten schätze ich 
auf + 10 Proz.; für die Anzahl gespaltener Molekeln dürfte der Fehler 
+5 Proz. sein. In dem Güteverhältnis entspricht die Genauigkeit 
dann + 11 Proz. Die Untersuchung 
zeigt somit, daß die Spaltung der 
Monochloressigsäure dem Einstein- 
schen Gesetz gehorcht. 

Wie man aus den Tabellen und der 
Fig.5 ersieht, ist die gespaltene Menge 
der Belichtungszeit proportional. Bei allen 
meinen Versuchen blieb ja auch die totale 
Spaltung unter 3 Proz. der vorhandenen 
Menge Säure. 
aan Zur Kontrolle, daß die Lichtstärke 
Stunden über die ganze Fläche der Blende dieselbe 

war, wurde noch eine Versuchsreihe mit 
0,5 n Chloressigsäure angestellt, wobei eine Blende mit nur 0,49 gem 
Öffnung verwendet wurde. 


Fig. 5. 


Monochloressigsäure 0,5n, A = 258,6 mu, kleine Blende. 


Versuch | Stunden | Ag N Og 1072 ccm 


67 2 1,1 
69 4 3,5 
65 6 4,6 
70 8 6,0 
68,71 10 7,7 
66 12 9,4 
Summiert: || 42 32,3 
In der Stunde im Mittel: 0,77 


Titer der Silbernitratlösung 0,00193 n. 
Anzahl der gespaltenen Molekeln in der Stunde 0,77 .1,949.1016 = 1,5. 1028. 


Diese kleine Blende war zu Intensitätsmessungen ungeeignet. 
Da ich aber nur kontrollieren wollte, daß die Intensität in der Mitte 
der Blende und am Rande die gleiche war, konnte ich das folgende 
Verfahren benutzen. Man bestimmt die Zahl der absorbierten Quanten 
bei Versuchen mit der großen Blende; ist die Strahlung dieselbe über 
die ganze Fläche, so wird unter Verwendung der kleinen Blende von 
dieser Zahl nur ein Bruchteil gleich dem Verhältnis der Blendenflächen 
absorbiert. Es wurde bestimmt 


s = 0,71 s 


und daraus unter Benutzung der früher gefundenen Werte: 
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Zahl der absorbierten Quanten in der Stunde (große Blende) 
4,5 . 1016 , 0,7 1,0,80, 
Zahl der absorbierten Quanten (kleine Blende) 
0,71.0,49 
4,5.1016. 0,80.1,31 ~ 1,5. 1026, 
Güteverhältnis — 1,0. 

Diese Kontrolle zeigt, daß die Intensität bei der großen und 
kleinen Blende dieselbe ist. Für die folgenden Untersuchungen warde 
nur die große Blende verwendet. Alle Berechnungen von den aus 
den Experimenten erhaltenen Mittelwerten an sind mit vierzifferigen 
Zahlen ausgeführt, um keine Fehler herbeizuführen. 


Versuche mit Monobromessigsäure. Die Bromessigsäure, 
welche verwendet wurde, war ebenfalls von Kahlbaum bezogen; 
frisch bereitete Lösungen enthielten kaum nachweisbare Mengen Brom- 
ionen. Beim Belichten mit Strahlung von den Wellenlängen 360 mu 
und 313 mu wurde keine Reaktion erhalten. Im Lichte der Linie 
266 mu wurde eine sehr kleine Spaltung konstatiert. Für die Messungen 
kam somit auch in diesem Falle nur die Strahlung A = 253,6 mu in 
Frage. Es stellte sich nun heraus, daß der molare Extinktionskoeffi- 
zient der Bromessigsäure für diese Strahlung etwa 25 mal größer ist 
als derjenige der Chloressigsäure. Für die Versuche mit jener mußte 
die Konzentration deshalb entsprechend kleiner gewählt werden. Zwei 
Belichtungsreihen mit 0,02 und 0,01 normalen Lösungen wurden an- 
gestellt. Die Analyse geschah in derselben Weise wie die Chlor- 
bestimmung. Die Potentialkurve hat im Wendepunkte einen steileren 
Verlauf bei der Bromtitrierung als bei der Chloranalyse, weil die Lös- 
lichkeit des Silberbromids um eine Zehnerpotenz kleiner ist als die 
des Chlorids (Fig. 3 und 4). 


Monobromessigsäure 0,02 n, A = 253,6 mu. 


Versuch | Stunden | AgNO3 10—2 ccm 
80 1 | 0,7 
82 2 | 1,4 
84 3 | 2,5 
83 4 2,9 
77 5 3,7 
81 B 4,3 
79 7 5,1 
78 8 | 5,9 
Summiert. . | 36 | 26,5 
In der Stunde im Mittel. . | 0,74 


Anzahl gespaltener Molekeln 1,949. 1018.0,74 = 1,4. 1018, 
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Monobromessigsäure 0,01 n, A = 253,6 mu. 


Versuch | Stunden | AgNOg 10-2 ccm 


89 1 0,5 
92 2 1,4 
90 3 1,1 
94 4 2,0 
91 5 2,7 
88 6 8,2 
87 7 4,0 
86 8 | 5,0 
Summiert. . | 36 19,9 
In der Stunde im Mittel . 0,55 


Anzahl gespaltener Molekeln 1,1. 1018, 
Die Intensitätsmessungen ergaben: | 
s = 0,71, sg = 0,61, sw = 0,53, sw+s (0,02 n) = 0,07, 


Sw+s (0,01 n) = 0,15, 
daraus berechnet sich: 


| 0,02 n Säure | 0,01 n Säure 


Dan le are Be ee Rs ea ne N 0,59 0,48 
d.cag (mit dekadischen Logarithmen gerechnet) . 0,88 0,55 
d.ag berechnet für In Säure ......... 44 55 
Anzahl abs. Quanten in der Stunde . . . .... 4,1. 1016 8,3 . 1046 
Anzahl gesp. Molekeln in der Stunde ...... 1,4. 1016 1,1. 1016 
Güteverhältnis . . . . s. 2 2 s 2 2 rn nn. 0,35 0,32 


Die Fehler in der Bestimmung der Anzahl Quanten und der 
Anzahl gespaltener Molekeln dürften je + 10 Proz. betragen; der 
Fehler im Güteverhältnis ist somit + 14 Proz. Die Übereinstimmung 
zwischen den berechneten molaren Extinktionskoeffizienten ist nicht 
gut; für die Berechnung von solchen Koeffizienten ist diese Methode 
mit starker Absorption ungeeignet, weil der prozentisch große Fehler 
in der Messung eines kleinen Galvanometerausschlages zu einem pro- 
zentisch gleich großen Fehler im Koeffizienten Veranlassung gibt. 
Umgekehrt ist eine starke Absorption sehr unempfindlich auch gegen 
große Schwankungen in «, was direkt aus den Eigenschaften der Funk- 
tion 1 — e”* für große x-Werte gefolgert werden kann. Für die Bestim- 
mung der Absorption der Säure hat die Unsicherheit in ag wenig 
Bedeutung, zumal da die Korrektion wegen der Absorption des Wassers 
klein ist (höchstens 10 Proz.). 

Wie Coehn und Stuckardt !) gezeigt haben, fängt gasförmiger 
Bromwasserstoff bei 264 mu, Chlorwasserstoff erst bei 222 mu an, das 


1) 28. £. phys. Chem. 91, 722, 1916. 
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Licht unter Spaltung zu absorbieren. Wegen des kleinen Güteverhält- 
nisses bei der Bromessigsäurespaltung konnte man nun glauben, daß 
der gebildete Bromwasserstoff einen Teil der Strahlung absorbiert, 
indem er oxydiert wird. Das ist aber von vornherein unwahrschein- 
lich, denn die Spaltung erwies sich von der ursprünglich vorhandenen 
Menge Bromwasserstoff unabhängig. Auch änderten Lösungen von 
Bromwasserstoff allein und in einer Konzentration, wie diese in 
den Reaktionslösungen gefunden wurde, bei der Belichtung nicht 
ihren Titer. 

Versuche in neutralen und alkalischen Lösungen. Es 
lag nahe zu untersuchen, wie das Güteverhältnis herauskommen 
würde, wenn die Konzentration der H- oder OH’-Ionen variiert wurde. 
Um die schlechte Ausbeute der Bromessigsäurespaltung zu erklären, 
könnte man sich folgende Vorstellung über den Reaktionsverlauf 
machen. Ein Bromessigsäuremolekül (oder -ion), das ein Quantum 
aufgenommen hat, bleibt nur während einer kurzen Zeit in seinem 
aktiven Zustande. Stößt es innerhalb dieser Zeit mit einem OH’-Ion 
zusammen, so geht die Reaktion vor sich, indem OH und Cl Platz 
wechseln. Das Güteverhältnis muß dann mit wachsender OH’-Kon- 
zentration größer werden, weil dabei die Wahrscheinlichkeit eines 
wirksamen Stoßes wächst. Um zu prüfen, ob diese Auffassung richtig 
ist, führte ich zwei Versuchsreihen aus, die eine in einer neutralen, 
0,02 normalen Lösung von Natriumbromacetat, die andere in einer 
ähnlichen Lösung von derselben Konzentration, die aber außerdem in 
bezug auf NaOH 0,02 n war. Bei den Versuchen mit der alkali- 
schen Lösung konnte die früher benutzte Küvette nicht verwendet 
werden, da der Siegellack von dem Alkali schnell angegriffen wurde. 
Picein erwies sich wiederum gegen die Reaktionslösungen als ziem- 
lich beständig. 

Weil die Titrierung in saurer Lösung vorgenommen werden muß, 
wurde im Titrierungsgefäß aus einer Mikrobürette 0,1 ccm 2 n Sal- 
petersäure zugesetzt. In der alkalischen Lösung geht die Dunkel- 
reaktion bedeutend schneller vor sich als die Lichtreaktion. Da die 
Analyse in der Weise ausgeführt wurde, daß man zuerst die Parallel- 
probe mit der unbelichteten Lösung titrierte, was etwa 25 Minuten in 
Anspruch nahm, und dann die belichtete Probe, mußte die Spaltung 
zufolge der Dunkelreaktion während dieser Zeit berücksichtigt werden. 
Die Zimmertemperatur war sehr konstant, weshalb die Geschwindig- 
keit dieser Reaktion in besonderen Versuchen bestimmt und daraus 
die Korrektion berechnet werden konnte. In zwei unbelichteten Proben 
wurde folgende Spaltung erhalten: 
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Zeit | AgNOgz 10—2ccm_ | Berechnet fiir 30 Minuten 
102 Minuten .. . 2 2 2 220% 8,7 1,09 
411 eo. oe eles 8 Bene ae. Ge 14,8 1,08 


Daraus berechne ich eine Korrektion von — 1,1. In der Tabelle 
über die Versuche in alkalischer Lösung sind die korrigierten Werte 
in der vierten Kolumne gegeben. 


Natriumbromacetat 0,02 n, A= 253,6 mu. 


Versuch | Stunden | AgNO s 10-2 ccm 
112 | 2 1,9 
110 4 3,3 
111 6 4,0 
106 8 6,1 
» Summiert. . | 20 15,3 


In der Stunde im Mittel. . 
Zahl der gespaltenen Molekeln 1,5. 1016. 


Natriumbromacetat 0,02 n in 0,02 n NaOH, A = 253,6 mu. 


Versuch | Stunden | AgNO, 10-2 ccm | AgNO, 10—2ccm korr. 


116 | 2 1,6 
117 - 4 3,9 
115 6 5,1 
114 8 6,4 
Summiert . | 20 | = 16,6 
In der Stunde im Mittel......... 0,83 | 


Zahl der gespaltenen Molekeln 1,6. 1016, 


Das bei diesen zwei Versuchsreihen verwendete destillierte 
Wasser zeigte keine Lichtabsorption; dagegen absorbiert das Alkali, 
das der Bromessigsäure in beiden Fällen zugeführt wurde, ziemlich 
stark. Wie in den früheren Versuchen wurden s und sg gemessen, 
und zwar für jede Versuchsreihe für sich, da die Intensität der Strah- 
lung in den beiden Fällen verschieden war. Die Absorptionskonstanten 
für die Lauge wurden durch besondere Messungen bestimmt, die in der 
nachstehenden Tabelle zusammengefaßt worden sind. In dieser gibt s, 
den Galvanometerausschlag an, welcher hinter der mit der betreffenden 
Lösung gefüllten Küvette gemessen wurde: d.œ ist wie vorher der 
dekadischen Absorptionskonstante der Lösung proportional. Da die 
Lichtintensität sehr schwankte, mußte eine größere Anzahl Messungen 
zu jedem Mittel in der Tabelle angestellt werden; trotzdem sind die 
Fehler in d.& ziemlich groß. 
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Lösung 8 89 | Sı d.« 
NaOH 004n..... 0,59 0,52 0,35 0,175 
NaOH 0,04n ..... 0,59 0,52 0,30 0,28, 
NaOH 0,02 n ..... 0,55 0,47 - 0,31 0,18, 
H,.§80,004n..... 0,59 0,52 0,50 0,01, 
Na,80, 0,04 n..... 0,59 0,52 032 | 0,21, 


Aus den drei ersten Zahlen der fiinften Kolumne berechnet sich, 
wenn man die Gültigkeit des Beerschen Gesetzes voraussetzt, für d.« 
bei 0,04-normaler NaOH 0,23,. Vergleicht man damit die entsprechenden 
Werte für Schwefelsäure und Natriumsulfat, so erhellt folgendes. 
Wenn Anionen und Kationen unabhängig voneinander absorbieren, 
und wenn die kleine Absorption der Schwefelsäure, die übrigens unter 
der Fehlergrenze liegt, als Absorption des SO,-Ions angesehen wird, 
so ist d.a für 0,04 n Na — 0,19, und für 0,04 n OH’ = 0,04, 
Bei den Versuchen in neutraler und schwach alkalischer Lösung 
kann man von der kleinen Absorption der OH-Ionen absehen; mit 
dieser Vereinfachung ist im folgenden die Absorption der Bromessig- 
säure berechnet, in Gegenwart absorbierender Na-Ionen mit d.& = 0,09, 
bzw. 0,19,. 


Neutrale Lösung | Alkalische Lösung 


Oo hae tac E oie Bae E. 0,61 0,59 


Boo er u a ke ee ag | 0,54 0,52 
Ris. A tee an ER 0,08 0,05 
Bas Wy dees hi tid, ee AB ehe Hae ta 0,46 0,43 
Anzahl abs. Quanten in der Stunde... . 3,2. 1036 3,0.1016 
Anzahl gesp. Molekeln in der Stunde ... | 1,5. 1036 1,6..1016 
Güteverhältnis . . . 2 2 22020. oa | 0,47 0,54 


Wenn man die OH’-Konzentration vergrößert, wächst somit die 
Ausbeute. Daß diese wirklich von der Azidität abhängig ist und mit 
den Na-Ionen nichts zu tun hat, zeigt die folgende Versuchsreihe, wo 
0,02 n Bromessigsäure in 0,04 n Natriumsulfatlösung belichtet wurde. 


Bromessigsäure 0,02 n in Na,80, 0,04 n, A = 253,6 mu. 


| 8 


AgNO; 10-2 ccm 


Versuch | Stunden | AgNOs 10-2 eem Stunden 


Summiert. 
In der Stunde im site. 
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Es wurde bestimmt: 
s = 055, sg = 0,47, s, = 0,05, sg = 0,39, 
wobei d.a für 0,04 n Natriumsulfat = 0,21, gesetzt wurde. 


Anzahl gesp. Molekeln in der Stunde ......... 0,96 . 1016 
Anzahl abs. Quanten in der Stunde. ......... 2,7 .1016 
- Güteverhältnis . . : 2 2 0 s s e e e nn. 0,36 


Durch die Anwesenheit lichtabsorbierender Natriumionen wird 
also das Güteverhältnis der Reaktion nicht beeinflußt. 

Beim Steigern der OH’-Konzentration wurde eine Vergrößerung 
der photochemischen Ausbeute gefunden. Es muß nun untersucht 
werden, ob diese Vergrößerung von einer solchen Größenordnung ist, 
wie man sie aus der erwähnten Auffassung über den Verlauf der 
Reaktion erwarten müßte. Eine aktivierte Molekel möge die Lebens- 
dauer g und die Geschwindigkeit u haben. Die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß eine solche Molekel während der Zeit g nach der Auf- 
nahme eines Quantums mit einem O H -Ion zusammenstößt und reagiert, 
ist dann j e-2.ufl (1) 


wo I die mittlere freie Weglänge beim Stoß zwischen zwei OH -Ionen 
und somit der OH’-Konzentration umgekehrt proportional ist. Nimmt 
man an, daß nur ein gewisser Bruchteil aller Zusammenstöße zur 
Reaktion führt — nämlich nur diejenigen, bei denen die stoßenden 
Molekeln eine gewisse gegenseitige Lage oder dergleichen haben —, 
so wird der Exponent mit diesem Bruch multipliziert, sonst ändert 
sich aber nichts. Ist u für die verschiedenen Bromessigsäuremolekeln 
verschieden und hat eine Verteilungsfunktion V (u), so ist die Wahr- 
scheinlichkeit eines Stoßes 


| — e7) d V(u). 
u=0 
Variiert auch ¢ mit einer Verteilungsfunktion W (z), so erhält man 
statt dessen ars 
| Jd ert) d (ud We). 
u=0 k=0 
Für eine Überschlagsrechnung darf man u und ¢ als konstant 
ansehen, wenn die Verteilung eine solche ist, daß die Wahrschein- 
lichkeit für einen gewissen Wert x, der Variablen nahe gleich Eins 
ist, für andere Werte aber mit dem Abstand von x, schnell gegen 
Null abnimmt. Das gilt von der Geschwindigkeitsverteilung; wir 
wollen annehmen, daß dies auch für die Verteilung von ¢ der Fall 
ist. Die Wahrscheinlichkeit P der Reaktion wird dann durch (1) 
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ausgedrückt, oder wegen der Proportionalität von 1/l und c (Kon- 
zentration der OH-Ionen): 
P=-|1— ea 

wo A eine Konstante ist. Gemäß der Annahme sollte P dem Güte- 
- verhältnis G gleich sein. Setzt man aber P gleich einem der für G 
gefundenen Werte, so findet man, daß P schon bei einer um eine 
Zehnerpotenz größeren OH’-Konzentration größer als 0,98 wird, wäb- 
rend G für eine Steigerung der OH’-Konzentration von 10-1?n bis auf 
10-2 n nur von 0,35 auf 0,54 steigt. 

Diese Überlegung zeigt, daß die Spaltung nicht als eine ein- 
fache Stoßreaktion zwischen einer vom Lichte aktivierten Molekel 
und den OH-Ionen der Lösung aufzufassen ist. Der Vorgang, durch 
welchen eine Bromessigsäuremolekel (oder -ion), die ein Quantum hv 
aufgenommen hat, mit Wasser Bromwasserstoff und Glykolsäure gibt, 
ist wohl deshalb wahrscheinlich recht kompliziert. Es wäre sehr 
interessant gewesen zu sehen, ob das Güteverhältnis mit steigender 
OH’-Konzentration einen Grenzwert erreicht. Die große Geschwindig- 
keit der Dunkelreaktion in alkalischer Lösung bringt es aber mit sich, 
daß die Messungen sehr ungenau werden, falls man nicht erhebliche 
Lichtintensitäten zur Verfügung hat. 


Zusammenfassung. 


l. Mit der elektrometrischen Titrierungsmethode war es noch 
möglich, Chlor- und Bromionen in Mengen, die nur 0,001 mg Silber- 
fällung entsprachen, zu bestimmen. Die photochemische Spaltung 
wässeriger Monochloressigsäure geht im Lichte von 253,6 mu gemäß 
dem Einsteinschen Gesetz vor sich. Die Grenze der wirksamen 
Strahlung nach der Seite größerer Wellenlängen liegt zwischen 266 
und 313 mu. 

2. Die Spaltung der Monobromessigsäure gehorcht unter den- 
selben Bedingungen dem Aquivalentgesetz nicht; das Güteverhältnis 
ist etwa 0,34. Das Licht fängt auch in diesem Falle zwischen 266 
und 3l3 mu an, wirksam zu werden. Der molare Extinktionskoeffi- 
zient für 253,6 mu ist rund 25 mal größer als bei Chloressigsäure. 

3. Für die Bromessigsäure wächst das Güteverhältnis, wenn man 
von sauren Lösungen über neutrale nach alkalischen übergeht; diese 
Steigerung kann nicht durch die Annahme einer einfachen Stoßreaktion 
zwischen aktiven Molekeln und OH-Ionen erklärt werden. 


Stockholm, Chemisches Laboratorium der Universität. 
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Über den Energieverbrauch bei der Ionisation der 
Luft durch Röntgenstrahlen verschiedener Wellenlänge. 


Von L. Grebe in Bonn. 


(Eingegangen am 17. April 1924.) 


Das Resultat von Boos, daß Röntgenstrahlen kürzerer Wellenlänge 

. für die Luftionisation eine größere Energie verbrauchen als solche 

längerer Wellenlänge, wird durch die Tatsache erklarlich, daß bei 

kurzwelligen Röntgenstrahlen außer den verhältnismäßig schnellen 

Photoelektronen noch langsame Comptonelektronen erzeugt werden. 

Diese verbrauchen eine verhältnismäßig große Energie, während 
ihre ionisierende Wirkung nur gering ist. 


In einer auf Veranlassung des Verf. ausgeführten Untersuchung 
hat B. Boos!) die Frage nach dem Energieverbrauch bei der Luft- 
ionisation durch Röntgenstrahlen verschiedener Wellenlänge nach einer 
bolometrischen Methode experimentell untersucht, und hat dabei das 
zunächst unerwartete Resultat erhalten, daß für die kurzwelligeren 
Strahlen von im Mittel 0,325 A.-E. der Energieverbrauch für gleiche 
Ionisation etwa dreimal so groß war als für eine langwelligere Strah- 
lung von im Mittel 0,56 Ä.-E. Das Resultat war um so weniger 
erwartet, als eine auf durchaus plausible Annahmen gegründete Rech- 
nung von Holthusen?) einen entgegengesetzten Effekt voraussehen 
ließ, also eine stärkere lonisation für die kurzwelligeren Strahlen 
ergab. Es sind deshalb gegen. die Boossche Arbeit Einwendungen 
erhoben worden, von denen eine von Kulenkampff3) der Berechti- 
gung nicht entbehrt. Boos hatte nämlich bei der Berechnung der 
in Luft absorbierten Energie nicht den wahren Absorptionskoeffizienten 
eingesetzt, sondern den Gesamtschwächungskoeffizienten benutzt, in 
der. irrigen Annahme, daß die gestreute Röntgenstrahlung in einer 
großen lonisationskammer noch praktisch vollkommen zur Träger- 
bildung ausgenutzt werde. Leider ist dieser Irrtum dem Verf. bei 
der Durchsicht der Arbeit entgangen. Wenn man indessen diesen 
Fehler berichtigt, so bleibt zwar nicht vollkommen quantitativ, jeden- 
falls aber qualitativ das Resultat bestehen, daß die harten Strahlen 
viel schwächer ionisieren als die weicheren; und neuere im hiesigen 
Institut nach einer ganz anderen Methode im Gange befindliche 


1) B. Boos, ZS. f. Phys. 10, 1, 1922. Grebe, Fortschr. auf dem Gebiet d. 
Röntgenstr. 30, 177, Kongreßheft 1922. 

2) Holthusen, Fortschr. auf dem Gebiet d. Röntgenstr. 26, 211, 1919. 

3) Kulenkampff, Ann. d. Phys. 69, 582, Anm., 1922. 
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Untersuchungen, über die später zu berichten sein wird, scheinen dies 
Ergebnis durchaus zu bestätigen. 

Es scheint mir nun, als ob dieses Ergebnis mit neueren Forde- 
rungen der Theorie vollkommen im Einklang stände. Holthusens 
Ansatz über die Wellenlängenabhängigkeit der Ionisation beruht auf 
der Voraussetzung, daß die Absorption der Röntgenstrablen in Luft 
in einer quantitativen Umwandlung der Wellenenergie in Elektronen- 
energie besteht, wobei für die Umwandlung das Einsteinsche Gesetz 

m.v? 


2 


Gültigkeit haben soll. Diese Elektronen, die demnach für eine be- 
stimmte Strahlungsfrequenz alle die gleiche Geschwindigkeit besitzen, 
bewirken dann die eigentliche Ionisation. Jedes Elektron erzeugt 
eine Anzahl von Trägern, deren Anzahl Holthusen den Angaben 
von Lenard!) entnimmt, nach denen ein schnelles Elektron weit mehr 
Träger erzeugt, als im Vergleich zu einem langsameren seiner Energie 
entsprechen sollte (s. die Tabelle am Schluß). Dieser Einfluß ist größer 
als der der Vergrößerung der Quanten bei kürzeren Wellenlängen, durch 
die die Zahl der primär erzeugten Elektronen bei gleicher absorbierter 
Energie sich verringert. Der Effekt ist schließlich der, daß bei gleichen 
in Luft absorbierten Röntgenstrahlenergien die gebildete Trägerzahl 
bei kürzerer Wellenlänge größer ist als bei längerer. Boos berechnet 
für seine Wellenlängen aus Holthusens Angaben etwa 3,:1 (statt 
des experimentell gefundenen Wertes 3:1) für die Ionisation durch 
die weicheren bzw. härteren Strahlen bei gleicher absorbierter Energie. 

Schien nun bisher der Holtbusensche Ansatz den Verhältnissen 
vom theoretischen Standpunkt angenähert zu entsprechen, so ist durch 
die Comptonschen Arbeiten die Frage in ein neues Stadium getreten, 
und zwar scheinen hier die theoretischen Forderungen durchaus mit 
dem Experiment — dem Sinne nach wenigstens — in Einklang zu 
kommen. Compton?) hat experimentell und Debye) gleichzeitig 
mit Compton theoretisch gezeigt, daß durch Streuung von Röntgen- 
strahlen an freien Elektronen diese letzteren eine Rückstoßwirkung 
erfahren, während die Wellenlänge des die Streuung verursachenden 
Quantes sich vergrößert. Neben der gestreuten Strahlungsenergie 
tritt also eine Elektronenenergie auf, die zur Bildung sehr wenig 
durchdringender Kathodenstrahlen Anlaß gibt. Die Existenz dieser 


= h.v 


1) Lenard, Quantitatives über Kathodenstrahlen aller Geschwindigkeiten. 
Abh. Heidelb. Akad., Math.-nat. Kl., Nr. 5, 1918. 
2) Compton, Phys. Rev. 21, 483, 1923. 
3) Debye, Phys. ZS. 24, 161, 1923. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 19 
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Comptonschen Sekundärelektronen ist von C. T. R. Wilson!) nach 
der Nebelmethode und von W. Bothe?) nach ebendieser Methode 
sowie aus Messungen der Druckabhängigkeit der Ionisation nach- 
gewiesen worden. Damit entfällt aber der Hauptpunkt der Holt- 
husenschen Theorie, daß bei der Röntgenstrahlenabsorption die Um- 
wandlung der Strahlenenergie in Elektronenenergie ausschließlich nach 
der Einsteinschen Formel des Photoeffektes vor sich geht. Vielmehr 
wird gerade bei den kürzeren Wellen, worauf z. B. Frl. Meitner?) 
hingewiesen hat, der Photoeffekt immer unwahrscheinlicher und der 
Comptoneffekt immer wahrscheinlicher, so daß gerade bei diesen kurzen 
Wellen die Umwandlung der Energie immer mehr auf Rechnung der 
Energie langsamer Elektronen kommen wird, während die Energie 
der schnellen Photoelektronen einen immer kleineren Bruchteil der 
absorbierten Gesamtenergie ausmacht. Dann ist aber nach der Lenard- 
schen Tabelle $), aus der einige Zahlen hier wiedergegeben seien, die 
von diesen Elektronen gebildete Trägerzahl klein im Verhältnis zu 
der von den erzeugenden Elektronen getragenen Energie; und sie 
wird um so kleiner werden, je mehr die Zahl der Photoelektronen 
gegen die Zahl der Elektronen aus dem Comptoneffekt zurücktritt, 
d. h. bei abnehmender Wellenlänge der ionisierenden Röntgenstrahlen. 


Geschwindigkeit 
des erzeugenden Kathoden- | p; HT Energie Æ T 
strahls in Bruchteilen der i Sa in willkiirlichem MaB E 
Lichtgeschwindigkeit 

0,1 2 1 1 
0,2 20 4 2,5 
0,3 100 9 5,5 
0,4 250 ` 16 7,8 
0,5 580 25 10,8 
0,6 1150 36 16 
0,7 2000 49 20 


Änderung der Energie im Verhältnis 1:50 bewirkt Änderung der Trägerzahl 
im Verhältnis 1:1000 bei einer Geschwindigkeitsänderung von 0,1 bis 0,7 
Lichtgeschwindigkeit. 

Die genaue Kenntnis der Abhängigkeit der Ionisierung von der 
Wellenlänge wird vielleicht auch ein Mittel geben können, um die 
Verteilung des Energieumsatzes auf die beiden Prozesse: Photoeffekt 
und Comptoneffekt zu ermitteln. 

Bonn, Röntgen-Institut, 10. April 1924. 


1) ©. T. R. Wilson, Proc. Roy. Soc. (A) 104, 1, 1923. 

2) W. Bothe, ZS. f. Phys. 16, 319, 1923; ebenda 20, 237, 1923. 
3) Meitner, ZS. f. Phys. 22, 335, 1924. 

4) Lenard, a. a. O. Tab. IV, S. 363. 
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Über die durch strömende Gase transportierte Energie 
und eine von Martin Knudsen entdeckte thermische 
Erscheinung'). 


Von Sophus Weber in Leiden. 
Mit drei Abbildungen. (Eingegangen am 20. März 1924.) 


Die Untersuchungen von Bohr über den Energietransport durch 
diffundierende Partikel werden in Kürze besprochen und für einige 
von den Resultaten werden direkte Ableitungen gegeben. — Auf 
Anregung von Bohr werden diese Resultate verwendet, um eine 
von Martin Knudsen beschriebene thermische Erscheinung zu 
erklären. — Durch Überlassung von einigen vorläufigen, früher nur 
teilweise veröffentlichten Messungen von Martin Knudsen wird 
die quantitative Übereinstimmung untersucht. Zum Schluß wird 
eine Neuberechnung des kinetischen Wärmeeffekts von Gaede unter- 
nommen und die theoretischen Werte mit den Beobachtungen 
verglichen. 


$ 1. In seiner Arbeit über die Elektronentheorie der Metalle 
hat Niels Bohr?) den Energietransport durch diffundierende Partikel 
untersucht und gefunden, daß die Größe der transportierten Energie 
von den Umständen, unter denen die Diffusion stattfindet, abhängt. 
Dies Resultat ist, wie Bohr in seiner Arbeit, leider nur in der 
dänischen Sprache veröffentlicht, weiter entwickelt hat, von der größten 
Bedeutung für die theoretischen Ergebnisse der Elektronentheorie, 
z. B. für den Ausdruck für das Verhältnis zwischen Elektrizitäts- und 
Wärmeleitung usw. Den Einfluß hiervon auf die Erklärung des Pel- 
tier- und Thomsoneffekts, hat Bohr außerdem in einer kleinen Ab- 
handlung in Phil. Mag. (Juni 1912, S.984) auseinandergesetzt, und er 
gibt auch hier eine Formel für den Energietransport durch Elektronen, 
wenn diese zwischen feste Kraftzentren diffundieren, die auf die Elek- 
tronen Kräfte, umgekehrt proportional der sten Potenz der Entfernung, 
ausüben. In diesem Falle ist das Resultat von Bohr folgendes: 
„Wenn eine Einheit der Elektrizität durch einen Querschnitt trans- 
portiert wird, geht durch denselben Querschnitt eine Menge kinetischer 
Energie gleich 


1) Mitgeteilt in der Sitzung der „Nederlandsche Natuurkundige Vereeniging“ 
zu Amsterdam am 24. November 1923. 
2) Niels Bohr, Studier over Metallernes Elektronteori. København 1911. 
Vgl. auch 8.70, Fußnote 2. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. , 90 


268 Sophus Weber, 


also für ein Elektron mit Ladung & oder für eine Partikel die kinetische 
Energie: 25 


kT, 


wo ay die mittlere Energie eines Gasmoleküls bei der Temperatur T 
bezeichnet. 

Für s — oo, was mit der Diffusion zwischen harten elastischen 
Kugeln übereinstimmt, wird der Energietransport für ein Elektron 
oder eine Partikel 2k T. 

Die Verhältnisse in der Elektronendiffusion sind in diesem Falle 
genau dieselben wie bei der Diffusion eines Gases in einen porösen 
Körper oder in die Knudsensche Molekularströmung. 

Für s = 5 erhält man, wie bekannt, durch die Maxwellschen 
Untersuchungen genau dieselbe Geschwindigkeitsverteilung wie bei 
der freien Strömung und in diesem Falle gibt die obenstehende 
Formel einen Wert von ORT für ein Elektron oder eine Partikel. 

Dies letzte Resultat, das die kinetische Energie, welche in einem 
strömenden Gase durch eine Fläche in einer bestimmten Richtung 


transportiert wird, 


nS kT 


ist, wo n die Anzahl von Molekülen, die durch die Fläche gehen, 
bezeichnet, während eT die mittlere Energie der Molekiile ist, scheint 
im ersten Augenblick unerwartet. Die Erklärung von diesem schein- 
baren Paradoxon ist nach Bohr!) darin zu suchen, daß außer der 
kinetischen Energie auch eine Arbeit, p.V = n.kT, durch die Fläche 
strömt. | 

Bevor wir auf die Anwendungen dieser Resultate eingehen, möchte 
ich in Kürze eine einfache gaskinetische Ableitung dieser Formeln 
geben. | 

§ 2. Wir nehmen an, daß das Gas die Temperatur T hat und 
in der Richtung der X-Achse mit der konstanten Geschwindigkeit w 
strömt, welche klein sei im Vergleich mit der mittleren Molekül- 
geschwindigkeit. 


1) Den Zusammenhang mit der transportierten Arbeit hat Professor Bohr 
mir bei seinem Besuch in Leiden 1919 mündlich mitgeteilt. In demselben 
Gespräch hat Bohr mich auch auf die Möglichkeit der in dieser Abhandlung 
gegebenen Erklärung des Knudseneffekts durch den Unterschied im Energie- 
transport, aufmerksam gemacht. 
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Sind in der Volumeneinheit N Moleküle enthalten, so ist nach 
dem Maxwellschen Verteilungsgesetz!) die Anzahl der Moleküle, 
welche Geschwindigkeitskomponenten zwischen u und u 4+ du, v und 
v-+ dv und w und w + dw haben, bestimmt durch 2): 


dN = A. Netrmiu—u ++] dududu, 
wo 


Durch eine Flächeneinheit in der YZ-Ebene gehen in der Sekunde 
n Moleküle, wo 


oo 


— nf j f we hme wrt ete du dodo (1) 


Wird u—wu = x gesetzt, so erhält man 
n = N.u, 
was auch von selbst einleuchtend ist. 
Die kinetische Energie, welche von diesen Molekülen durch die- 


selbe Flächeneinheit transportiert wird, ist gegeben durch: 
+o +x +0 


E = agm] | | (u? + v + w2) .verrmla-w? ++ 7) du dydw. 
—2 on —@ 
Setzt man auch hier 
uU — Up = T, 
so erhält man unter Vernachlässigung der höheren Potenzen von wg: 


+% | 
E=A.- 5m xf [x3+2 (v2+w2) +u (302+02+w2) er ++) dedvdw, 


— D 
oder nach einer einfachen Berechnung 


5 l 5 
E = 5 Nu: = 0 KT, (1) 


oder das von Bohr angegebene Resultat. 

$3. Wenn die Moleküle nicht nur translatorische Energie, son- 
dern auch rotatorische Energie, also von den inneren Atombewegungen 
berrührende Energie, besitzen, so entsteht die Frage, wie groß der 
Energietransport für diese Form der Energie wird. — Um dies zu 


1) Um das Resultat von Bohr zu erreichen, ist die Einführung einer 
Voraussetzung über das Verteilungsgesetz nicht notwendig. Zwecks späterer 
Berechnungen über Gaedes thermo-kinetischen Effekt, habe ich aber schon 
hier das Maxwellsche Verteilungsgesetz eingeführt. 

2) J. H. Jeans, The dynamical theory of gases, 1916, S. 26. 
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berechnen, müssen wir weiter fragen, ob die rotatorische Energie un- 
abhängig von der translatorischen Energie über die Moleküle verteilt 
ist. Martin Knudsen!) hat in seinen Untersuchungen über die 
molekulare Wärmeleitung die Hypothese aufgestellt, daß beide Energie- 
formen ganz unabhängig voneinander zwischen den verschiedenen 
Molekülen verteilt sind, doch so, daß der mittlere Wert der einen 
dem mittleren Wert der anderen Energieart proportional ist. Nennen 
wir den mittleren Wert der translatorischen bzw. der rotatorischen 
Energie e, und e, so erhält man bekannterweise 


e 3 
ey Cp 


Später hat Eucken?) diese Hypothese Knudsens zur Be- 
rechnung des Verhältnisses zwischen Wärmeleitung und innerer 
Reibung bei mehratomigen Molekülen verwandt und so eine Formel 
gefunden, die sehr gut mit den experimentellen Resultaten überein- 
stimmt 8). 

Benutzen wir dieselbe Hypothese, so wird für mebratomige Mole- 
küle die ganze durch die Flächeneinheit transportierte Energie: 


B = nS kT $0 kT (x— 1) (2) 


oder in anderer Form 
| ar ee ey RE 
Cy — Cy 

§ 4. Während der Energietransport in der Poiseuilleschen 
Strömung durch die obenstehende Berechnung bestimmt ist, liegen 
die Verhältnisse bei der molekularen Strömung ganz anders, weil die 
Moleküle in diesem Falle keine gemeinschaftliche Geschwindigkeit 
besitzen. 

Betrachten wir eine reine Molekularströmung bei konstanter Tem- 
peratur durch eine lange Röhre, deren Querdimensionen im Vergleich 
mit der mittleren freien Weglänge der Moleküle verschwindend klein 
sind, so können wir nach den Untersuchungen von Knudsen an- 
nehmen, daß für die von einem Flächenelement der Röhrenwand aus- 
gesandten Moleküle das Kosinusgesetz für die Richtung und das 
Maxwellsche Verteilungsgesetz für die Geschwindigkeitsverteilung 
gültig sind. 


1) Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 34, 603, 1911. 
2) A. Eucken, Phys. ZS. 14, 324, 1913. 
3) Vgl. J. H. Jeans, l. c. 1916, 8. 317. 
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Für den stationären Strömungszustand !) wird die in der Sekunde 
durch den Querschnitt der Röhre gehende Anzahl von Molekülen be- 
stimmt durch: 


1 af u hm? a 
n = 54: [cam wo an = N.4a(-”) T c?de 
0 
oder E IN 
~ 2 al 


N bezeichnet die Anzahl der Moleküle in der Volumeneinheit 


und Si die Variation dieser Anzahl längs der Röhre. Ai ist eine 
Konstante, weil die Temperatur und dadurch die mittlere Geschwin- 
digkeit ¢ eine Konstante ist. 

A= fas | Rae ist eine Größe, die durch die Abmessungen der 


Röhre bestimmt wird ?). — Für eine kreisförmige, zylindrische Röhre 


ist A bekanntlich ET hes, Für die von diesen n Molekülen durch den 
Querschnitt transportierte kinetische Energie erhält man: 


1 1 d 
= — A:-—m — 8 
E, a A z” aC aN, 
0 
woraus: Er 
E 1 Jetnt.cde 1 2h.m 1 
E_1, 0 _ m 1 _ 
rn Qe 2 hsm h ake 
Terme esde 
0 
oder 
4 
E, =n- 5 k.T. (3) 


Die kinetische Energie, welche in der Molekularströmung durch 
: . í i : 4 
einen Querschnitt transportiert wird, ist also das Produkt von 9g kt 


und der Anzahl von Molekiilen, welche durch den Querschnitt ge- 
gangen sind. 

Für die molekulare Effusion bekommt man natürlich dasselbe 
Resultat. 

Setzen wir auch wie in $ 3 voraus, daß die rotatorische und 
translatorische Energie ganz unabhängig voneinander zwischen den 


1) Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 28, 114, 1909. 
2) Vgl. J. A. ter Heerdt, Dissertation Utrecht, S.55, 1923. 
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Molekülen verteilt sind, so erhalten wir für den gesamten Energie- 
transport in der molekularen Strömung: 
Et: = nS kT +n- kL (4—1) (4) 


oder 
en . 
Cy — Cy 


§ 5. In seinem Rapport des ersten Solvay-Kongresses beschreibt 
Martin Knudsen!) einige orientierende Versuche, die er im Zu- 
sammenhang mit seinen Untersuchungen über die thermischen Mole- 
kulardrucke ausgeführt hat; in diesen Versuchen, welche unternommen 
wurden, um eine Umkehrung des thermischen Molekulardruckes nach- 
zuweisen, ließ Knudsen Wasserstoff und atmosphärische Luft durch 
einen langen Pfropfen von fest gestampfter 
Glaswolle strömen und entdeckte dadurch, 
daß ein Temperaturunterschied sich zwi- 

Fig.1. schen den zwei Endflächen des porösen 

_ Pfropfens einstellte. Wenn der Strömungs- 

zustand stationär war, war auch der Temperaturunterschied konstant. 
An der Austrittsstelle des Pfropfens war die Temperatur am niedrigsten. 

In Fig. 1 sind AB und CD die Zuleitungs- und Ableitungsröhre 
des Gases, während BC den langen Pfropfen von Glaswolle bezeichnet; 
p, und p, sind die Drucke des Gases in AB und CD. 

Abhängig von den Dimensionen des Apparates und den Größen 
pı und p, können in dem stationären Zustande verschiedene Möglich- 
keiten entstehen. | 

Der interessanteste Fall ist, daß wir in AB und CD Poiseuillesche 
Strömung und im Pfropfen reine Molekularströmung haben. — Ist 
der Zustand stationär, also p, und p, konstant, so strömt in der Zeit- 
einheit durch jeden Querschnitt von AB, BC und CD dieselbe An- 
zahl von Molekülen. — Diese Anzahl nennen wir n. 

Durch den Querschnitt von AB und CD, wo wir Poiseuillesche 
Strömung haben, wird also die Energiemenge 


E=n:- > kT+n.K 

1) Martin Knudsen, La theorie cinétique § X, Solvay-congrés 1911. 
Wenn ich hier diese Versuche Professor Knudsens noch ausführlicher be- 
schreiben kann und auch einige weitere Zahlenwerte geben kann, so ist dies nur 
dadurch möglich geworden, daß Professor Knudsen mir sein Versuchsjournal 
vom Jahre 1910 überlassen hat. — Ich möchte beifügen, daß diese Bestimmungen 
von seiten Professor Knudsens nur orientierende Versuche waren; nachdem 
sie aber unter gut definierten Versuchsbedingungen durchgeführt worden sind, 
erlauben sie sicher die Verwendung, welche ich in dieser Abhandlung davon 
mache. 
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transportiert, während eine Energiemenge 


E = n-SkT+n.K 


durch den Querschnitt des porösen Pfropfens hindurchgeht. n.K be- 
zeichnet die transportierte Menge von innerer Energie; wo diese nach 
dem Obenstehenden in beiden Fällen dieselbe ist, vernachlässige ich 
in dem Folgenden diese Größe. 
Wir sehen hieraus, daß in diesem Falle in der Zeiteinheit eine 
l 
Energiemenge, E — & = n- 9 
während dieselbe Energiemenge an der Übergangsstelle Cc auf- 
genoınmen wird. Messen wir also die Temperatur der Wand bei Bb 
und Cc, so müssen wir bei Bb eine Temperaturerhöhung und bei Cc 
eine Temperaturerniedrigung gegenüber der Umgebung finden. — 
Die Temperatur der Umgebung ist natürlich die konstante Tem- 
peratur des Systems ohne Strömung. 
Die Größe dieses Temperatureffektes wird bestimmt durch die 


kT,an der Übergangsstelle Bb frei wird, 


frei gewordene bzw. absorbierte Energie nes kD und die Isolations- 


bedingungen an den Ubergangsstellen Bb und Cc. — Weiter sehen 
wir, daß der Temperaturunterschied Jt zwischen Bb und Cc ein 
Temperaturfall sein muß, also in Wasserstoff bei gewöhnlicher Tem- 
peratur muß der Knudseneffekt das entgegengesetzte Vorzeichen von 
dem Joule-Thomsoneffekt haben. — Dies stimmt auch genau mit 
den Experimenten von Knudsen. 

In großen Zügen will ich nun erst skizzieren, wie man nach dem 
Obenstehenden erwarten muß, daß sich der Knudseneffekt mit den 
Drucken p, und p, ändert. 

1. Sind die Dimensionen des Apparates oder die Drucke p, und 
Pa so klein, daß wir auch reine Molekularströmung in den Ab- und 
Zufuhrröhren haben, so wird der Knudseneffekt gleich 0; also 

4t=0 fir lim p, = p} = 0. 

2. Sind die Abmessungen und Drucke p, und p, von solcher 
Größe, daß wir in den Ab- und Zufuhrröhren Poiseuillesche Strö- 
mung haben, während im Pfropfen reine Molekularströmung herrscht 
(wie oben beschrieben), so bekommen wir einen Temperaturunterschied 
proportional der durchgeströmten Menge, also proportional p, — pa 

Wäre die Wärmeableitung bei Bb und Cc unabhängig von der 
Art des Gases, so müßte beim selben Druckunterschied nach dem 
Gesetz der Molekularströmung der Temperatureffekt in Wasserstoff 
viermal so groß sein wie in Sauerstoff. 
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Ist in diesem Falle der Pfropfen hinreichend lang, so bekommen 
wir, wenn wir annäherungsweise annehmen, daß die Wärmeableitung 
bei Bb und Cc dieselbe ist, bei Bb eine Temperaturerhöhung 4t, 
numerisch gleich groß mit der Temperaturerniedrigung Jt, bei Cc. 
Der Temperaturunterschied It wird Jt, + 4ta 

3. Ist der Strömungswiderstand des Pfropfens hinreichend groß, 
so kann bei steigendem Wert von p, erreicht werden, daß man 
Poiseuillesche Strömung in AB, CD und in dem ersten Stück des 
Pfropfens hat, während in dessen letztem Stück Molekularströmung 
herrscht. In diesem Falle, wo also p, viel größer als p, sein muß, 
erhält man keine Temperaturerhöhung bei Bb. Bei Cc erhält man 
aber die ganze Temperaturerniedrigung. — In diesem Falle miissen 
der gemessene Temperatureffekt Jt zwischen Bb und Cc und der 
gemessene Temperatureffekt Jt, zwischen Cc und der Umgebung 
gleich groß sein. Auch in diesem Falle muß in erster Annäherung 
der Temperatureffekt in Wasserstoff viermal größer sein als in Sauerstoff. 

4. Wenn p, und p, beide so groß werden, daß sowohl in den 
Röhren AB und CD wie auch im Pfropfen Poiseuillesche Strömung 


ES? 


Be 2. 


herrscht, erhalten wir keinen Temperatureffekt, also Jt = 0 für 
lim p, = pa = oc. Wir sehen bieraus, daß der Temperatureffekt für 
das ganze Druckgebiet ein Maximum haben muß; bei den größeren 
Drucken kann der Joule-Thomsoneffekt aber nicht vernachlässigt 
werden. 

Fig. 2 gibt eine Abbildung des von Martin Knudsen ver- 
wendeten Apparates. — Die Konstanten des Apparates waren 


dı = 0,645 cm, d, = 0,775 cm, d, = etwa 3,5 cm; 


die Länge des Pfropfens = BC = 15 cm. 

An der Glaswand bei Bb und Cc waren die zwei Lötstellen 1 
und 2 eines Pt-Konstantan-Thermoelements festgeklemmt, während die 
dritte Lötstelle mit einer ganz dünnen Platte F in dem abströmenden 
Gase verbunden war. Mit Hilfe des Thermoelementes 1 — 2 wird der 
Temperaturunterschied It zwischen Bb und Cc bestimmt, während 
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der Temperaturunterschied It, zwischen Cc und der Umgebung durch 
das Thermoelement 2 — 3 gemessen wird !). 

Während des Versuches war der Strömungsapparat in Fig. 2 
in die bekannte Durchströmungsaufstellung von Knudsen?) ein- 
geschaltet, wodurch es auch möglich wurde, die Porösität3) des 
Pfropfens mittels Strömungsversuchen mit konstanter Gasmenge zu 
bestimmen. Hierdurch wird dann die Größe T bestimmt, wo T die 
durch das Produkt von Volumen und Druck gemessene Gasmenge 
bezeichnet, die in einer Sekunde vom Druckunterschied 1 durch den 
Pfropfen getrieben wird. 

Die von Knudsen gefundenen Werte sind in untenstehender 
Tabelle aufgeführt: It ist der Temperaturunterschied zwischen Bb 
und Cc; Jt, ist der Temperaturunterschied zwischen Cc und der 
dünnen Platte im abströmenden Gase (also die Temperatur der Um- 
gebung). Bei Cc ist die niedrige Temperatur. 


Wasserstoff Atmosphärische Luft 
pı (mm) | pa (mm) | Ato | dta? pı (mm) | Pa (mm) = Jt? | dta? 


2,6 0,06 | 0,06 0,03 2,5 0,04 0,03 0,02 
5,7 0,12 0,11 0,06 9,0 0,07 0,07 0,04 
84,8 1,5 0,69 0,67 94,6 1,10 0,18 0,20 
125,0 3,6 0,73 0,74 161,7 2,34 0,12 0,12 
159,0 4,5 0,75 0,79 
182,0 11,0 0,62 0,68 
341,0 21,0 0,20 0,20 | 


Aus dieser Tabelle sieht man, daß der Knudseneffekt innerhalb 
der Versuchsgenauigkeit genau so verläuft, wie oben unter 1. 2., 3. 
und 4. beschrieben. 

In den zwei ersten Versuchen ist sowohl in Wasserstoff als in 
atmosphärischer Luft der Zustand wie unter 2. besprochen, also 
At, = 54 und Jt proportional mit p, — pg. 

In den darauf folgenden Versuchen wird Jt, = Jt, also der 
Zustand wie unter 3. beschrieben, was auch zu erwarten war, weil 
der Druck p, so groß ist. Wir sehen auch hier, daß der Effekt in 
Wasserstoff annäherungsweise viermal so groß ist wie in atmosphäri- 
scher Luft. 


1) Es darf nicht vergessen werden, daß die Versuche Knudsens nur 
Pionierversuche sind; bei ihrer Wiederholung kann der Apparat natürlich etwas 
zweckmäßiger gebaut werden. 

3) Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 28, 81 u. w., 1909. 

8) Vgl. Sophus Weber, Undersggelser over Porestorrelsen hos porgse 
Legemer o.s.v. Teknisk Tidsskrift 1917, No. 37, København. 
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Bei den noch höheren Werten von p, und p, wird der Effekt, 
wie auch unter 4. besprochen, kleiner. 


Es entsteht nun die Frage, ob die Größenordnung der hier ge- 
fundenen Werte von ft mit dem zu erwartenden Effekt überein- 
stimmt. Auch hierauf ist es möglieh auf Grund der ausgeführten 
Durchströmungsversuche zu antworten. 

In dem ersten Versuche mit Wasserstoff, wo p, = 2,6 mm und 
Pa = 0,06 mm, wurde zur Zeit t = 0 die Verbindung mit der Zufuhr 
und der Abfuhr des Gases unterbrochen, wodurch eine Gasströmung 
von dem Behälter V, = 950 cm? durch den porösen Pfropfen in den 
Behälter V, — 1090 cm8 entstand. Zur Zeit t = r, wurden die 
Drucke p, und p, wieder abgelesen. — Durch diese Strömung mit 
konstanter Gasmenge erhält man die Größe 7, wo T die in der Zeit- 
einheit und für die Druckdifferenz 1 durchgeströmte Menge, gemessen 
durch das Produkt von Volumen und Druck, bezeichnet. 

Durch die Formel: 

T — _ A log. (pı — Po) ViVa 
Tı Vi +V 
wird T aus den beobachteten Werten von 9,, Pa und t, berechnet. 
Folgende Durchströmungsversuche wurden ausgeführt: 


Atmosphärische Luft: 


t=O se 9 = 7,13 mm Pa = 0,10 mm = 
ti 180: 5% p, = 5,07 „ pa == 18% 5 j an 
Wasserstoff: 
T=0 sec pı = 2,60 mm Pa = 0,06 mm) = 
t,— 301,6, pı = 173 , po = 0,81 ,, J N 
t = 0 sec pı = 5,6 mm Pa = 0,12 mm | _ 
t= 124 „ p, = 446 „ po = 1,11 , J Pe es 
Atmosphärische Luft: 
tT =0 sec pı = 8,90 mm Pa = 0,07 mm \ o 
Tı = 69,9 „ Pı = 8,52 , Pa = 0,40 , f E 
woraus 
TH 
ae 3,45. 


Für reine Molekularströmung im Pfropfen hat man, wenn ọ das 
spezifische Gewicht bezeichnet: | 
— 
Tu _1/9u __ 3,78. 
Tr OH 
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Wir erkennen hieraus, daß wir es bei den ersten Versuchen der 
Tabelle S.275 sowohl in Wasserstoff wie auch in Luft in erster 
Annäherung mit Molekularströmung im Pfropfen zu tun haben, 
während wir aus den Dimensionen der Ab- und Zufuhrröhre bzw. 
AB und CD sehen können, daß in diesen in erster Annäherung 
Poiseuillesche Strömung auftritt, also der unter 2. beschriebene Zu- 
stand. Einzelne Durchströmungsversuche auch bei höheren Drucken 
wurden ausgeführt; aus diesen findet man, wie zu erwarten war, daß 
das Verhältnis T#’T, bei größeren Werten von p, und p, sich dem 
Wert von n1/nz nähert. 

In einer früheren Untersuchung !) über die Porengröße und 
Durchlässigkeit von porösen Körpern habe ich nachgewiesen, daß man 
eine solche durch eine Anzahl von parallelen Kapillarröhren von der- 
selben Länge ersetzen kann; infolgedessen kann die durchgeströmte 
Menge, der Gase geschrieben werden: 

en > ~ R3 
NEM i ¥ 22 Vo: (Pı — Pa) en 
wo n die Anzahl von Molekülen, welche in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt des porösen Körpers gehen, bezeichnet. 

Also wird 

A: 1 SE n.m 
er We Vo, © 0: (%1 — Pa) 

Wir sehen also, daB n aus T berechnet werden kann, wenn das 
Gas und die Druckdifferenz bekannt sind. 

Ist in dieser Weise n bestimmt, so wird die Energiemenge q, die im 
stationären Zustande in der Zeiteinheit an den Ubergangsstellen Bb 
und Ce frei gemacht bzw. aufgenommen wird: 


1 1 3 
se fo a E E T. 
gne Eee ee 


oder i 
q = T.0, (Pı — Po): 6 C2, 


Für den ersten Versuch mit Wasserstoff, wo p, — p, = 2,54 mm, wird 
q = 7,1 . 107° g-cal/sec. 


1) Sophus Weber, Undersøgelser over Porestørrelsen hos porøse Legemer o.s. v. 
Teknisk Tidsskrift 1917, No.37, København. ln dieser Abhandlung ist leider 
ein Rechenfehler unterlaufen. Hierdurch sind die Werte für N, in der Tabelle 2 
tausendmal zu klein. Die in der Tabelle2 gegebenen Werte für N, müssen 
also mit 103 multipliziert werden. Hierdurch werden die Werte für den ganzen 
Hohlraum des porösen Körpers einerseits durch die Durchlässigkeit für Gase, 
andererseits durch das spezifische Gewicht des Körpers bestimmt, von derselben 
Größenordnung. 
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In dem stationären Zustande wird diese Wärmemenge nach 
außen und nach der linken und rechten Seite der Fläche Bb weg- 
geleitet. — Die Ableitung nach außen wird durch die Strahlung und 
durch die Wärmeleitfähigkeit des Wasserstoffs vom Druck p, be- 
stimmt, die Ableitung nach den Seiten von Bb dagegen durch die 
Abmessungen und das Wärmeleitvermögen des Glasrohres ABC; 
auch die Wärmeleitfähigkeit der Glaswolle und des Wasserstoffs beim 
Druck p, ist hierfür bestimmend. 

Die Berechnung der gesamten Wärmeableitung kann in erster 
Annäherung in bekannter Weise!) ausgeführt werden. Die Temperatur- 
verteilung längs der Glasröhre, rechts und links von Bb, ist dann 
gegeben durch die Formel: 


t — t= — At, „eat, 


wel ae 
= Vea 


In diesem Ausdruck ist to die Temperatur der Umgebung, s das 
äußere Wärmeleitvermögen, O der Umfang und A der Querschnitt 
des Glasrohres ABC, während k das Wärmeleitvermögen des Glases 
darstellt. 

In dem ersten Versuch mit Wasserstoff, wo p, = 0,06 mm Hg 
— 80 Dyn/cm?, können wir mit hinreichender Genauigkeit den Wert 
für s aus dem molekularen Wärmeleitungskoeffizient ¢2) bestimmen; 
s wird dann: 


wo 


S = @,.&.py = 270.108 g-cal, 

wenn fir a,, den Akkommodationskoeffizient, 0,32 gesetzt wird. 

Nehmen wir nun an, daß die Wärmemenge q allein nach außen 
und durch das Glasrohr ABC nach rechts und links abgeleitet wird, 
so erhalten wir, weil wir die Ableitung durch die Glaswolle und den 
Wasserstoff vom Druck p, vernachlässigen, einen zu großen Wert 
von 4¢,; wir erhalten also in dieser Weise einen oberen Grenzwert 
von dt. 

In diesem Falle wird 


oder wenn wir für k, das Wärmeleitvermögen des Glases, 0,0023 und 
für d, und d, die bekannten Werte einsetzen 
a = 1,3. 


1) Sophus Weber, Ann. d. Phys. 54, 331, 1917. 
2) Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 34, 607, 1911. 
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Die nach außen und nach den Seiten von Bb weggeführte 
Wärmemenge wird in diesem Falle bestimmt durch: 


1 dt T ' 
q = 2m: 7 (d? — dy?) .k. (=) _ = p (d2 — d?) k.a. Atı. 


Setzen wir auch hier die Zahlenwerte ein, so erhalten wir: 
It = 0,0820, 
Weil der Zustand bei Cc in diesem Versuch beinahe derselbe ist, wird: 
2 At = Atre. = 0,169, 
während A treor. = 0,070. 

Bei dieser Berechnung haben wir, wie oben gesagt, die Wärme- 
ableitung durch die Glaswolle und durch den Wasserstoff vom Druck p, 
vernachlässigt. 

Um eine untere Grenze für Atyer. zu erhalten, nehmen wir an, 
daß der Wasserstoff und die Glaswolle denselben Wärmeleitungs- 
koeffizient wie das Glas haben. In diesem Falle erhält man: 


T 
q = ga hea, At 


oder 2 At! = A trer, = 0,030. 
Hieraus senen wir, daß wir auf diese Weise für den ersten Ver- 
such mit Wasserstoff schließen können, daß: 
0,030 < A trer. < 0,16°, 
während A tyeon, — 0,079, 


also der Größenordnung nach eine befriedigende Übereinstimmung. 

Für den zweiten Versuch in Wasserstoff, wo q = 15,6. 105 g-cal sec 
wird, erhält man: 

0,059 = A trer. < 0,249, 
während A teon. — 0,12°, 
also auch befriedigend. 

Für Luft wird die durchgeströmte Menge 3,8mal so klein, also 
auch der Wert von q 3,8mal so klein wie für Wasserstoff unter den- 
selben Umständen; s wird 1,5 mal so klein, woraus folgt, daß a 1,2 mal 
so klein wird. Die Temperaturerhöhung muß also etwa 3mal so klein 
sein wie in Wasserstoff unter denselben Umständen. Auch dieses Resultat 
ist in erster Annäherung in Übereinstimmung mit den Beobachtungen. 

Bei höheren Drucken wird die quantitative Berechnung von Jt 
sehr kompliziert, und es hat keinen Zweck sie auszuwerten, solange 
nicht neue genaue Beobachtungen vorliegen. 

Es wäre natürlich leicht, eine exaktere Berechnung für die Ver- 
suche Professor Knudsens bei den niedrigen Drucken durchzuführen. 
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Da diese Berechnung von 4t aber in erster Reihe von den gewählten 
Versuchsbedingungen abhängt, habe ich gemeint, daß dies hier keinen 
Zweck hat und daß die Berechnung einer oberen und unteren Grenze 
die beste Übersicht über den Effekt gibt. 

Es ist hier nur meine Absicht gewesen, die Aufmerksamkeit auf 
diesen neuen Temperatureffekt zu lenken und nachzuweisen, daß der 
Knudseneffekt nicht allein qualitativ, sondern auch quantitativ mit 
dem thermischen Effekt, den man nach obenstehenden theoretischen 
Überlegungen erwarten muß, übereinstimmt. — Hoffentlich wird diese 
Mitteilung die Anleitung zu einer Reihe von neuen Messungen mit 
"Wasserstoff, Helium und anderen Gasen sein. 

§ 6. In § 2 haben wir die Anzahl von Molekülen berechnet, 
welche in der Zeiteinheit durch das Flächenelement dydz gehen, wenn 
ein Gas von der Temperatur 7 in der Richtung der X-Achse mit 
der konstanten Geschwindigkeit u, strömt. — Auch wurde die durch 
diese Moleküle transportierte Energie berechnet, woraus das Resultat 
von Bohr hervorgegangen ist. 

Wir werden nun fragen, wieviel Stöße und wieviel Energie die 
rechte und linke Seite von dem Flächenelement in der Zeiteinheit in 
dem strömenden Gase erhält!). 

Nennen wir die Anzahl von Stößen auf der linken Seite des 
Flächenelementes ndydz und die Energie Edydz, so erhält man: 


@ @ oo 


v= NA) | [werrmtu uw + P+ 09 dy dy dw 


und = a 
l 
E= 5 m.N.A | | fe (u? + v24 w?) ertmlu-w? ++ WI du dudw. 
0 —o — © 


Setzen wir V—W = x, so wird die untere Grenze für x in 
beiden Ausdrücken — uo, und wir bekommen, wenn zur Abkürzung 
e—hmp? — o(p) gesetzt wird: 


NGA f í fu -+ Uo) o (x) y (v) p (w)dzdvdw 


— ug — o — 0 


und 


E = ganaf | [etwa + 20a + 


— ugo — an —o 


+ v2 + w?) p(x) p(v) p(w) drdvdw. 


1) Es ist natiirlich auch leicht, in dieser Weise die von dydz empfangene 
Bewegungsgröße zu berechnen. Vgl. Martin Knudsen, Ann. d. Phys. 46, 
643, 1915. 
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Wenn die Geschwindigkeit u klein ist im Vergleich mit der 
mittleren Geschwindigkeit der Gasmolekiile, so erhält man, weil in 
diesem Falle die untere Grenze — u, mit hinreichender Genauigkeit 
gleich 0 gesetzt werden kann: 


und 
5 Uo 1 a 5 
= : 3 = — — 
E= Nemei g “4 splet > Hol, 
wo p = x Nmc? der Gasdruck ist. 


8 
Um die Werte für n und E für die rechte Seite des Flächen- 
elementes dydg zu erhalten, müssen wir in obenstehenden Formeln 
nur u durch — u, ersetzen. 
Haben die Moleküle auch rotatorische Energie, die unabhängig 
von der translatorischen Energie zwischen den Molekülen verteilt ist, 
so wird die gesamte Energie, welche die Flächeneinheit erhält: 


B=E+E,= 5p Jet 5 wo| +4 ees “le-n.15 yg m.a 
i lte 
= pitt + 2m) = 4 put gret ge e 


Nach der Ableitung von FE, möchte ich diese Formel auf eine 
bekannte Erscheinung anwenden, nämlich auf den kinetischen Wärme- 
effekt von Gaede). Die Versuche hierüber, welche ich als hin- 
reichend bekannt voraussetzen darf, sind, wenn man die großen 
experimentellen Schwierigkeiten in Betracht zieht, 
von Gaede sehr schön durchgeführt. ae 

Die Molekularpumpe, welche Gaede für seine > ale yc 
Versuche benutzte, war, wie bekannt, in der Weise = 
eingerichtet, daß ein kreisförmiger Kanal mit vier- 
eckigem Querschnitt, etwa 2,5 x 2,5cm2, in sich selbst 
rotierte; hieraus folgt, daß wir annehmen dürfen, daß jede Molekel, 
die von der Wand zurückgeworfen wird, eine Zusatzgeschwindickeit 
besitzt, welche in Größe und Richtung gleich ist der Rotaticns- 
geschwindigkeit des Kanals. 

In der Mitte des Kanals war eine feststehende Schachtel von 
vier gleich großen Kupferplättchen a, b,c und d (Fig. 3) angebracht. 
Die Oberfläche der einen Seite der Kupferplättchen war etwa 
0,4 x 0,4cm? groß. Die Abmessungen dieser Schachtel waren also 
klein im Vergleich mit den Dimensionen des Kanals, so daß die 


Fig. 3. 


1) W.Gaede, Ann. d. Phys. 41, 369, 1913. 
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Schachtel als in einem ausgedehnten Luftstrom stehend, aufgefaßt 
werden kann. Die vier Seiten a, b, c und d der Schachtel waren mit 
Hilfe eines Stabes mit großer Wärmekapazität in der Weise montiert, 
daß sie nicht in wärmeleitender Verbindung miteinander standen. — 
Die Temperatur des Stabes ist dieselbe wie die Temperatur der Um- 
gebung 7',; die Plättchen der Schachtel sind mit Kienruß geschwarzt, 
um die Strahlung zu definieren, und an der Hinterseite mit Thermo- 
elementen versehen, deren Drähte so dünn wie möglich waren, um 
den Verlust durch Wärmeableitung so klein wie möglich zu halten. 

Wir können annehmen, daß die Richtung der Zusatzgeschwindig- 
keit senkrecht zur Vorderseite des Plättchens a ist. 

Wenn die Pumpe rotiert, haben alle Moleküle, die gegen die 
Vorderseite des Plättchens a stoßen, eine Zusatzgeschwindigkeit uo 
senkrecht zu a und klein im Vergleich mit der mittleren molekularen 
Geschwindigkeit. — Gemäß den oben durchgeführten Berechnungen 
erhält dann die Vorderseite des Plättchens a, wenn wir die Ober- 
fläche der einen Seite des Plättehens A nennen, von den Molekülen 
in der Zeiteinheit die Energie E. A, wo 


1 | „= 
E; = grwt y P (C + 2 uwo). B, 


wenn 1 Cp + Cy 


Nennen wir die Temperatur des Plättchens a 7, und den Ak- 
kommodationskoeffizienten &,, so wird die Wärmemenge E,A, welche 
durch die nach dem Kosinusgesetz und nach dem Maxwellschen 
Gesetz zurückgeworfenen Moleküle von dem Plättchen weggeführt wird, 


bestimmt durch: BE, = B(i—a,) 4% &, 

oder E: — E, = o% [E: — Eo], 

wo E, die Energie bezeichnet, welche die zurückgeworfenen Moleküle 
haben würden, wenn sie mit dem Plättchen a im Temperaturgleich- 
gewicht wären. 

Hierbei nehmen wir also ap, daß der Akkommodationskoeffizient 
fiir die translatorische und rotatorische Energie derselbe ist. — 
Diese Voraussetzung ist aber, wie wir aus den folgenden Formeln 
sehen, von sehr geringer Bedeutung. 

Außerdem haben wir hier stillschweigend vorausgesetzt, daß die 
Temperatur der einfallenden Moleküle nicht durch die Temperatur 
der zurückgeworfenen Moleküle geändert wird — wenn die freie mittlere 
Weglänge im Vergleich mit den Dimensionen hinreichend groß ist, 
ist diese Voraussetzung natürlich auch erfüllt. 
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Von der Vorderseite des Plättchens a wird in der Zeiteinheit 
eine Anzahl von Molekülen ».A zurückgeworfen, woraus folgt, daB 
der Wert für E, wird: 


Ta 
E, = igm. .N.( + 2u) o,?.8 = = Bat 2w): ‘ 
1 


Die Vorderseite des Plättchens a hat also die Energie A[E,— E,] 
erhalten, wo: 


E— E = m [GW t+ grb + 2m) TS", 


Die Hinterseite des Plättchens a erhält in der Zeiteinheit die 
Energie (£; — £) A, wo, weil die Moleküle in der Schachtel keine 
Zusatzgeschwindigkeit haben: 


1 
E, —E = [E — Eg lug =o == o a a 


In dem stationären Zustand werden diese Wärmemengen durch 
Strahlung und Wärmeableitung längs der Drähte des Thermoelementes 
weggeführt, woraus die Bedingung für das Temperaturgleichgewicht 
folgt, wenn — T, = Jt, 

1 l _ Ab] _[Z 
oy | Pte — 5 PBG, + 2m): ge = [4428] 4h. 

In diesem Ausdruck bezeichnet St, den Verlust auf 1 cm? 
durch die Strahlung, und LAt, den gesamten Verlust durch Wärme- 
leitung längs der Drähte des Thermoelementes und der Aufhängung. 

Aus diesem Ausdruck erhält man die Temperaturerhöhung des 
Plättchens a: 1 

ar Obi . p . Uo 
I, = OH : 
A +284 a,.p.B(e, +%)'7 

Für die Hinterseite der Schachtel, also das Plättchen c, finden 

wir ganz analog eine Temperaturerniedrigung: 


l 
— 4 e. p .% 
4 1 
dr = y 
TESH- Ba — u) y 


Der Temperaturunterschied zwischen den Plättchen a und c wird also: 

It + dt, = 2 A trer.. 
Aus diesen Formeln folgt, was auch zu erwarten war, daß der 
Gaedeeffekt in erster Annäherung dem Gasdruck p proportional wird, 


solange die mittlere Weglänge klein ist im Vergleich mit den Ab- 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 91 
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messungen des Kanals. — Bei höheren Drucken, wo diese Voraus- 
setzung nicht mehr gültig ist, erhält man natürlich einen Reibungs- 
effekt. Betrachten wir die Beobachtungen von Gaede für atmosphärische 
Luft und ziehen wir naheliegende Bestimmungen in eine zusammen, 
so ‘erhalten wir die Werte 2 Atep. in der untenstehenden Tabelle; 
p ist der Druck in Dyn/cm?, gemessen mit dem Mc Leodschen 
Manometer, und 2 4tper, die nach obenstehenden Formeln berechneten 
Werte. Bei dieser Berechnung ist œ, — 0,9, ß = 1,5, % == 1650 cm/sec, 


c = 46300 cm/sec, A = 686 Erg/sec und 28 = 8.7,3.c=11700 Erg/sec. 


Diese Werte fiir L und S habe ich von Gaede übernommen, obwohl 
sie nicht ganz genau sind. — Im Vergleich mit der Genauigkeit der 
Beobachtungen ist das nicht von wesentlicher Bedeutung. 


Druck l 


p Dyn/ cm? 2 A boob. 2 d brer. ED 2 A tyeob. | 2 d bror. 
64,0 0,98 [1,84] 2,9 0,20 0,17 
58,5 0,98 [1,76] 1,8 0,14 0,11 
33,3 0,94 1,27 1,3 0,10 0,08 
20,0 0,77 0,89 1,0 0,08 0,06 
13,3 0,60 0,65 0,6 0,05 0,04 

6,3 0,37 | 0,35 0,4 0,03 | 0,024 


Bei der Vergleichung der Werte für 2 Atreo». und 2 A trer. sieht man, 
daß die Übereinstimmung zwischen den beobachteten und berechneten 
Werten befriedigend ist. Bei den höheren Drucken, wo die mittlere 
freie Weglänge nicht mehr groß ist im Vergleich mit den Dimen- 
sionen des Kanals, werden die berechneten Werte zu groß, wie auch 
theoretisch zu erwarten ist. — Bei den niedrigsten Drucken scheint 
es, als ob der theoretische Wert etwas zu klein ist — dies wäre 
jedenfalls leicht zu erklären durch die Unsicherheit der Druckmessung 
bei den niedrigsten Drucken und auch durch den unsicheren W ert 
für den Akkommodationskoeffizienten; ob der Wert für «, auch bei 
den niedrigsten Drucken 0,9 ist, ist nämlich unmöglich zu sagen, weil 
wir nicht wissen, aus welchen Bestandteilen der Restdruck besteht. 

Zum Schluß möchte ich nicht unterlassen, Herrn Prof. Dr. Martin 
Knudsen meinen aufrichtigen Dank für sein freundliches Entgegen- 
kommen und seine Hilfe durch die Überlassung seines Beobachtungs- 


journals auszusprechen. — Auch Herrn Prof. Dr. Niels Bohr bitte 
ich, meinen herzlichen Dank für sein Interesse an dieser Arbeit an- 
zunehmen. — Auch der Direktion des Dänischen Carlsbergfonds bin 


ich für gewährleistete Hilfe zu Dank verpflichtet. 
Leiden, 1924. 
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| Über Linsenfehler für schiefe Büschel. 
Eine Erweiterung der Waetzmann-Bratkeschen Interferenzmethode !). 
Von Eva Haberland in Breslau. 


Mit 24 Abbildungen. (Eingegangen am 22. März 1924.) 


Die Waetzmann-Bratkesche Interferenzmethode zur Untersuchung 
optischer Systeme wird auf die Untersuchung schiefer Büschel aus- 
gedehnt. Die bei gedrehter Linse auftretende Interferenzmethode wird 
qualitativ und quantitativ untersucht. Es wird die Theorie der Er- 
scheinung für Linsen mit Abbildungsfehlern gegeben und mit der Beob- 
achtung verglichen. Einige quantitative Ergebnisse werden mitgeteilt. 


§ 1. Fragestellung. 


Waetzmann und Bratke haben eine strenge Theorie der von 
Mascart?), Lummer°) und Hurion*) beschriebenen Interferenz- 
erscheinung aufgestellt’) und die Erscheinung zur quantitativen Unter- 
suchung der sphärischen und chromatischen Aberration optischer 
Systeme für Achsenpunkte benutzt §). 

Sechs Jahre nach der ersten grundlegenden Waetzmannschen 
Arbeit?) veröffentlichte F. Twyman eine Arbeit®), die auf demselben 
Gedanken beruht: Bestimmung gewisser Linsenfehler aus dem Ein- 
fluB, den sie auf die Form einer‘ Interferenzerscheinung haben. 
Twyman ging von dem Michelsonschen Interferometer aus und 
erweiterte seine Methode später auch auf die Untersuchung schiefer 
Biischel®). Doch beschränkt er sich, soweit sich aus den Veröffent- 
lichungen schließen läßt, durchweg auf qualitative Beobachtungen, 
wiewohl eine quantitative Auswertung auch bei jener Anordnung grund- 
sätzlich nicht unmöglich erscheint. 

Es bot nun die Frage Interesse, ob sich die Waetzmann- 
Bratkesche Methode dahingehend erweitern läßt, daß auch Fehler, 
die für schiefe Büschel bei Linsen auftreten, aus den Interferenz- 
bildern erschlossen und womöglich quantitativ bestimmt werden können. 


1) Gekürzte Breslauer Dissertation 

2) M. Mascart, Ann. chim. phys. 23, 149, 1871. 

3) O. Lummer, Wied. Ann. 23, 513, 1884. 

4) Hurion, Journ. de phys. (3) 1, 414, 1892. 

6) E. Bratke u. E. Waetzmann, Ann. d. Phys. 72, 501, 1923. 

6) E. Bratke, ZS. f. Phys. 21, 9, 1923. 

7) E. Waetzmann, Ann. d. Phys. 39, 1042, 1912. t 
8) F. Twyman, Phil. Mag. 35, 49, 1918. 

9) F. Twyman, ebenda 42, 777, 1921. 
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Da die interferierenden Strahlen die Linse Z unter großen Winkeln 
mit der optischen Achse durchsetzen sollen, muß bei festgehaltener 
Anordnung der übrigen Apparatur die Linse um eine vertikale Achse, 
die durch den vorderen Haupt- oder Knotenpunkt N, geht, gedreht 
werden. Dann fährt der Strahl, der auf dem Hinwege nach dem 
ersten Hauptpunkte N, zielt (siehe Fig. 1), nach Brechung an der 
Linse vom zweiten Hauptpunkte N, aus, 
trifft senkrecht auf den Spiegel R, wird 
in sich selbst reflektiert und geht nach 
Reflexion an der Vorderfläche der plan- 
parallelen Platte P durch den Mittel- 
punkt B der Blende des Beobachtungs- 
apparates T. Dieser ,Zentralstrahl* Z 
[der Ausdruck Hauptstrahl ist mit Rück- 
sicht auf die Bezeichnungsweise bei 

Fig. 1. Ideale Linse L M. v. Rohr!) vermieden] bildet mit der 

in gedrehter Stellung justiert. optischen Achse von L den Drehwinkel 

| %. Zentralstrahl und optische Achse 

liegen mit der Normalen von P in einer Ebene, kurz „Horizontal- 

ebene“ genannt. Die entstehende Interferenzerscheinung wird in dieser 

Arbeit näher untersucht. Es gelang, zu gewissen positiven Ergebnissen 

zu kommen, trotz der großen Schwierigkeiten, die der Übergang zu 
schiefen Büscheln immer bietet. 


82. Qualitative Beobachtungen. 


a) Justierung. Um die geforderte Anordnung (Fig. 2) herzu- 
stellen, wird die Linse zunächst auf die früher beschriebene Weise ?) 
in der Normalstellung, bei welcher die optische Achse mit dem Zentral- 
strahle zusammenfällt, justiert. Kontrollen für genaue Justierung sind: 

l. Die Irisblende J, wird in die vordere Brennebene gebracht 
und möglichst klein gestellt. Die I, durchsetzenden Strahlen entwerfen 
nach Reflexion an R und nochmaligem Durchgange durch die Linse 
ein reelles Bild der Blendenöffnung, das bei richtiger Lage ‘des ersten 
Hauptpunktes N, mit dieser selbst zusammenfällt, so daß bei Beob- 
achtung mit dem Fernrohr die Blendenöffnung bis zum Rande licht- 
erfüllt und scharf begrenzt erscheint. 

2. Die Richtung der optischen Achse von L wird mit Hilfe der 
an den verschiedenen Linsenflächen reflektierten Spiegelbilder der 


1) M.v. Rohr, Theorie und Geschichte des phot. Objektivs. 
2) E. Bratke, Diss. Breslau 1922. 
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Lichtquelle S justiert. Um sie deutlich zu sehen, öffnet man die 
Blende J, und verdeckt den Spiegel R. 

Sodann liest man an dem am Linsenhalter befindlichen Teilkreise 
die Zeigerstellung ab. 

Während des größten Teiles der Versuche stand nur ein Linsen- 
halter zur Verfügung, der nicht zum Drehen vorgesehen ist und 
manuigfacheSchwierig- 
keiten bereitete. Die 
Drehachse war bis zu 
35mm vom ersten 
Hauptpunkte entfernt, 
daber mußte die Linse 
nachträglich um be- 
trächtliche Stücke seit- 
lich verschoben werden, 
was stets Änderungen 
in der genauen Justie- 
rung zur Folge hatte. Ä 
Mittels der Kontrolle Di 
(1) wird die Lage des | } 
ersten Hauptpunktes fig 2, Versuchsanordnung bei gedrehter Linse L. 
justiert. Die Kontrolle 
(2) ist nur bei kleinen Drehwinkeln anwendbar, die Spiegelbilder an 
den Linsenflächen müssen horizontal nebeneinander liegen. Bei großen 
Drehwinkeln kann man nur daraus, daß trotz genauer Justierung 
in Normalstellung und richtiger Hauptpunktslage die Erscheinung 
nicht symmetrisch zur Horizontalebene ist — Abwesenheit von 
Astigmatismus auf der Achse vorausgesetzt —, auf eine Neigung 
der Linsenachse gegen die Horizontalebene schließen und muß bei 
wiederholter Anwendung der Kontrolle (1) an Hand der Erscheinung 
schrittweise nachjustieren. 

Bei den letzten Aufnahmereihen XXVI bis XXVIII ist ein neuer 
Halter benutzt, bei dem Drehung um die vertikale und um die 
horizontale Achse, ebenso Verschiebung in vertikaler und in horizontaler 
Richtung vollständig voneinander getrennt mittels Mikrometerschrauben 
erfolgen. Die Spiralfedern, die vorher eine ständige Quelle der Un- 
sicherheit bildeten, sind vermieden, so daß die Justierung bedeutend 
leichter und sicherer bewerkstelligt werden kann. Bei der Ablesung 
am Teilkreise ist 0,1° bequem zu schätzen. 

b) Beobachtungen an photographischen Objektiven. Nun 


zur Erscheinung selbst. Die Öffnung der Irisblende J, sei nur so 
3 
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groß, daß die Strahlenbegrenzung wirklich durch sie und nicht zum 
Teil durch die Umrandung der Linse L erfolgt. Für Normalstellung 
ergibt die Theorie bei hinreichend dünner Platte eine vollständige, 
bei dickerer Platte P wenigstens eine annähernde Symmetrie der 
ganzen Interferenzerscheinung zu dem Nullstreifen, der gemeinsamen 
Sehne der beiden Blendenbilder, die durch Reflexion an der Vorder- 
bzw. Rückseite der planparallelen Platte P entstehen. Dies gilt auch 
für optische Systeme mit sphärischer Aberration für Achsenpunkte 
und wird qualitativ und quantitativ durch das Experiment voll be- 
stätigt?). 

Dreht man die Linse, so ergeben sich um so stärkere Abweichungen 
von der Symmetrie, je größer der Drehwinkel % ist. Nur bleibt der 
Nullstreifen, wenigstens in der Nähe der Horizontalebene, stets hell, 
bei Beobachtung ohne Farbfilter weiß. An photographischen Objek- 
tiven, bei denen die sphärische Aberration gewöhnlich nur zonal 
korrigiert ist, wurde folgendes beobachtet: Die von Waetzmann und 
Bratke beschriebenen, für den Korrektionszustand des Objektivs 
charakteristischen Kurvenformen der Normalstellung — Quellpunkte, 
Tönnchen- und Nierenform — bleiben nach der Drehung im wesent- 
lichen erhalten, werden aber unsymmetrisch verzerrt. Drebung um 
positive und negative gleiche Winkel erzeugt annähernd spiegelbild- 
lich gleiche Interferenzbilder. Hierher gehören die Aufnahmen der 
Reihe XXVII (Figg. 3 bis 6)an dem Objektiv Goerz-Dogmar, f= 125 mm, 
1:6,3. e ist die Spiegelstellung von einem willkürlichen Nullpunkt 
aus gerechnet. Wächst e, so nähert der Spiegel sich der Linse. Im 
Vergleich zur Brennweite ist die hier benutzte Platte mit a, = 3,74 mm 
Parallelverschiebung schon dick zu nennen, daher die ausgeprägten 
Kurvenformen der Normalstellung trotz der geringen absoluten Größe 
der sphirischen Aberration. Auffallend ist im Vergleich zu anderen 
Objektiven hier der geringe Grad der Unsymmetrie bei gedrehter 
Linse sowie die Umkehr der Kurvenfolge bei Yy = — 20° gegenüber 
der bei kleineren Drehwinkeln. 

c) Beobachtungen an Fernrohrobjektiven. Übersichtlicher 
als bei photographischen ist die Erscheinung bei Fernrohrobjektiven. 
Diese sind meist für eine große Öffnung spbärisch so gut wie voll- 
kommen korrigiert und zeigen in Normalstellung bei Abblendung der 
Randzonen die von der Theorie für ideale Linsen geforderten äqui- 
distanten senkrechten Streifen und bei Nullstellang des Spiegels 
gleichmäßig helles Gesichtsfeld. Wird die Linse gedreht, so nehmen 


1) E. Bratke, ZS. f. Phys. 21, 24, 1924. 
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die Streifenabstände in der Horizontalebene von einem Rande zum 
andern hin gleichmäßig zu oder ab, je nachdem sich der Spiegel 
außerhalb oder innerhalb der Nullstellung befindet. Was als genaue 
Nullstellung anzusprechen ist, kann erst die Theorie lehren. Die 
Iuterferenzkurven sind nicht mehr Gerade, sondern konkav nach der 
Seite größeren Kurvenabstandes hin. In der Nähe der Nullstellung 


a b c 
Fig. 3. 
y= 0. 
(Normal- 
stellung) 
219,0 219,5 mm 
Fig. 4. 
y = —5° 
219,0 mm 
Fig. 5. 
y = — 10° 


e = 215,0 215,5 216,0 mm 


Figg. 3 bis 6. Reihe XXVII. Goerz-Dogmar, f = 125 mm, zonal korrigiert. 
Volle Linsenfläche ausgenutzt. a) — 38,74 mm; © = 1100 mm; 4 = 435 mu, 


schließen sich die Kurven zu ovalen konzentrischen Ringen mit senk- 
rechter großer Achse, die von einer Seite zur anderen durch das 
Gesichtsfeld wandern, wenn man den Spiegel verschiebt. Wie oben 
gesagt, bleibt aber der Nullstreifen in der Nähe der Horizontalebene 
stets hell. 

Als Beispiel seien einige Aufnahmen der Reihen XXVI und 
XXVIII an zwei Zielfernrohrobjektiven angeführt. Zur Verwendung 
gelangte eine der neuen planparallelen Platten, die von der Firma 
Goerz für das hiesige Institut angefertigt wurden und zum ersten 


nua sep =y ‘mu psg =% 
‘ZNUSIENS əqogpuəsuyy AoA uoNNaLloyIsqyn) aduLıed əpuvy wy ‘Ww p9 =} AtygolgotgoıuIerelz ‘qosng 'TAXX IPH 6 iq 2'33 
wur gzl OLE 


gızı OTLT ort s‘69L =a 


ool =h 
"6 314 
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Male eine Ausnutzung der vollen Linsenöffnung gestatten. Bei 
Reihe XXVI (Figg.7 bis 9) beträgt die Brennweite f = 160 mm. 
Am Rande zeigt das Objektiv deutlich Überkorrektion!). Im Mittelteil 
der Bilder verhalten sich die Kurven in der oben beschriebenen Weise. 
Die Bilder XXVIII (Fig. 10) mit f = 340mm sind zu Messungen 
bestimmt und daher bei mittlerer Öffnung der Blende J, aufgenommen. 

d) Einfluß der Plattendicke auf die Größe der Unsymme- 
trie. Einen wesentlichen Einfluß auf den Unterschied in der Streifen- 
zahl rechts und links vom Nullstreifen hat die Dicke der planparallelen 
Platte P. Benutzt man die dickste Platte von d = 10,33 mm Dicke 
und a) = 7,24 mm Parallelverschiebung, so bleibt die Unsymmetrie 


a b c 


e = 120,0 122,5 125,0 127,0 mm 

Fig. 10. Reihe XXVIII. Zielfernrohrobjektiv f = 340 mm. 
Zum Ausmessen bestimmt, daher J, auf 21,3 mm Durchmesser verkleinert. 
€ ~ 1100 mm, a, = 3,74 mm, A = 435 mu. 
bei jeder Spiegelstellung erhalten, und zwar zeigt sich, daß, wie groß 
auch immer die Zahl der Streifen sei, der Unterschied in der 
Streifenzahl rechts und links bei einem Objektiv konstant ist und mit 
dem Drehwinkel yY wächst. 

Bei der dünnsten Platte (a, = 2,33 mm) zeigt sich eine Änderung 
der Streifenzahldifferenz, wie die in Tab. 1 mitgeteilte Beobachtungs- 
reihe an dem sphärisch ebenfalls gut korrigierten Zeiss-Sonderobjektiv 

= 180mm, 1:4,5 ergibt. Der Drehwinkel ist y = 5°, die Wellen- 
länge A = 578 mu, die Entfernung des Beobachtungsapparates von 
der Erscheinung € = 1870 mm. 
Tabelle 1. 


Zahl der Interferenz- | Unterschied in der 


e 
treif 
in mm en | Streifenzahl 
links rechts | 
| 
204,5 | 27 27 0 | 
206,5 18 19 1 l R Null 
208,5 9 11 2 J & 
210,5 nahezu Nullstellung 
ae ae 4 1 z innerhalb der Null- 
214,5 19 151/, 31/, stellung 
216,5 28 24 4 


1) Vgl. E. Waetzmann, a. a. O. 
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Die Meßreihe wurde zweimal durchgeführt und ergab genau über- 
einstimmende Resultate. Es geht aus ihr hervor, daß die Unsymmetrie 
um so größer wird, je näher der Spiegel an die Linse rückt. Die 
Unsymmetrie verschwindet bei einer gewissen Spiegelentfernung auBer- 
halb der Nullstellung. 


§ 3. Gangunterschiedsgleichung bei ideal abbildender Linse. 


a) Waetzmann-Bratkesche Gangunterschiedsformel. Die 
in § 2 mitgeteilten Beobachtungen gilt es nun theoretisch zu deuten. 
Die Bezeichnungen (Figg. 2 und 11) sind, soweit möglich, dieselben 


Fig. 11. Strahlenverlauf bei idealer gedrehter Linse L. 
Der Interferenzort ist U. 


wie bei Waetzmann und Bratke. d und n sind Dicke und Brechungs- 
verhältnis der planparallelen Platte P, g ihre Neigung gegen den 
Zentralstrahl Z. Die Teilstrahlen (1) und (2) bilden vor dem ersten 
Durchgange durch die Linse den Winkel £, nach dem zweiten die 
Winkel & und &, mit dem Zentralstrahle. Der Ausdruck für den 
Gangunterschied beider Strahlen in ihrem Interferenzpunkte lautet: 


A = 2d Vn —ain®(p Te) | 
24 fa $i (+81) [008 (P+ &2)— colp) O) 
Yn? — sin? (p + &ı) \ sin (£, — £) | 
oder entwickelt: 
A = u (H E) + by (eH (2) 
wo | 
RL A (3) 
yn? — sin? 
fo = 5 pe (4) 
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Waetzmann und Bratke!) haben für den Fall der Normalstellung 
eine eingehende Diskussion über die Vernachlässigung der zweiten 
und höheren Potenzen der Winkel £, &,, & geführt. Die dort ge- 
fundenen Ergebnisse lassen sich näherungsweise übertragen. Eine 
genaue Diskussion ist jedoch erst nach Feststellung der geometrischen 
Beziehungen zwischen den Winkeln und nach Zurückführung derselben 
auf meßbare Größen möglich. 


b) Nullstellung. Zunächst wird die Erscheinung untersucht, 
die eine nach der Gaussschen Theorie abbildende Linse hervorrufen 
würde, und zwar vorläufig unter Beschränkung auf die Horizontalebene. 

Als Nullstellang des Spiegels R wurde bei Normalstellung der 
Linse L stets diejenige bezeichnet, bei der die Oberfläche von R mit 
der hinteren Brennebene von L zusammenfiel (Fig. 12). Die Gang- 
unterschiede, die die Teilstrablen an der planparallelen Platte erleiden, 


Fig. 12. Strahlenverlauf bei Normal- Fig. 13. Verlauf des aus dem Zentral- 
stellung der Linse L (Y = 0) und strahl hervorgegangenen Strahlenpaares 
Nullstellung des Spiegels R (e = 0). bei gedrehter Linse und Nullstellung 
des Spiegels (e = 0). 

sind dann genau gleich und heben sich auf, unabhängig von der ur- 
sprünglichen Richtung € und von der Einfallshöhe der Strahlen. Bei 
Nullstellung kann demnach keine Interferenzerscheinung zustande 
kommen, das Gesichtsfeld muß gleichmäßig hell erscheinen. 

Man sieht leicht ein, daß es bei der veränderten Anordnung, bei 
der die Linsenachse gegen den Zentralstrahl geneigt ist (Fig. 1), eine 
solche Nullstellung im strengen Sinne nicht geben kann. Die Spiegel- 
oberfläche schneidet die hintere Brennebene %, in einer vertikalen 
Geraden. Für die Punkte dieser Geraden bzw. alle Strahlen, die in 
ihnen zum Schnitt kommen, befindet sich der Spiegel in „Nullstellung“. 
Diese Strahlen verlaufen nach dem zweiten Durchgange durch die 


1) E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 
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Linse parallel zu ihrer Richtung vor dem ersten Durchgange, schneiden 
sich also nicht im Endlichen und haben auch keinen Gangunterschied. 
Für alle anderen Punkte der Brennebene dagegen steht der Spiegel 
außerhalb der Nullstellung, und die entstehenden Gangunterschiede 
führen zu einer Interferenzerscheinung. 

Um dennoch zu einer eindeutigen Festsetzung zu kommen, wird 
für die folgenden Untersuchungen als Nullstellung die Nullstellung 


Fig. 14. Verlauf eines Strahlenpaares bei gedrehter Linse L. 
Die zweite Spiegelung an der planparallelen Platte ist fortgelassen. 


Fig. 14a. 
Bestimmungsstücke des Strahles 2. Fig. 14b. Zur Berechnung 
der Winkel ¢, und &. 


des Spiegels für den Zentralstrahl bezeichnet. In der Nullstellung 
(Fig. 13) geht die Spiegeloberfläche durch den Durchstoßungspunkt FY 
des Zentralstrahls mit der hinteren Brennebene %,. Den Strahlen- 
verlauf ersieht man aus Fig. 13, bei der das zuerst von Lummer an- 
gewandte Spiegelungsverfahren (Spiegelung an R) benutzt ist. Die 
Entfernung e des Spiegels aus der oben definierten Nullstellung wird 
positiv gerechnet, wenn R außerhalb von F; steht (Fig. 1). 
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c) Geometrische Beziehungen. Der Berechnung zugrunde 
gelegt sind Figg. 14, 14a und 14b, wo der Übersichtlichkeit halber die 
zweite Reflexion der Teilstrahlen an P fortgelassen ist. Die Größen 
mit einem Strich beziehen sich im allgemeinen auf den zweiten Strahlen- 
durchgang nach der Reflexion an R, diejenigen mit einem Stern auf 
Richtungen parallel oder senkrecht zum Zentralsträhl Z. 

= re 
Pe ME ow (5) 
ist die Entfernung vom Hauptpunkte, in der der Zentralstrahl die zu- 
gehörige Brennebene %, schneidet; h* bzw. h” ist die Höhe, in der 
der Strahl (2) die durch den vorderen Hauptpunkt bzw. die durch den 
Brennpunkt Fy’ gehende Normalebene zum Zentralstrahl schneidet. 
Die letzterwähnte Ebene wird kurz Einstellebene genannt. 

B ist der Blendenmittelpunkt des Bepbachtungsapparates; € seine 
Entfernung von F}’; A der zu B in bezug auf L’ konjugierte Punkt; 
I und K sind die konjugierten Schoittpunkte der Teilstrahlen (1) und 
(2); Q und Q’ ihre Projektionen auf den Zentralstrahl. In dem Ver- 
laufe zwischen L und L’ bilden die Teilstrahlen mit dem Zentralstrahl 
die Winkel €, und €,. Der anfängliche Abstand der Teilstrahlen (1) 


und (2) ist: DEE dain 2 (p + £) 


Yns — sin? (g + E) © 


der Unterschied ihrer Einfallshöhen an den Hauptebenen der Linse L: 


ase cs A ; 
t = “cos (W +£) (7) 
Die strenge Rechnung ergibt folgende Beziehungen: 
n 
tg E& = E’ (8) 
e " 
tg Ea — 2 A 
ige p” TE (9) 
1-2}, (gu + a 
a’ cos Y K 
oat rine at (10) 
li +) tee 2 ve] 
Setzt man p = = 0 und tg & = a so erhalt man 1); 
Peer eA => an 
en tgé = tg € ; tee = tga tO 


1) E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 
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d) Entwickeln der Winkel. Aus den Gleichungen (9) und 
(10) ist folgendes zu ersehen. Die in den Zählern von tgé und tgé, 
auftretenden Ausdrücke sind höchstens von derselben Größenordnung, 
im allgemeinen aber kleiner als |tg &gmax |- Die maximale Spiegel- 
verschiebung ¢max, bei der die Interferenzkurven noch beobachtet 
werden können, ist cet. par. annähernd proportional dem Quadrate 
der Brennweite der Linse und umgekehrt proportional der Dicke d 
der planparallelen Platte. Bei einer Linse von f = 340mm Brenn- 
weite und der Beobachtungsentfernung € = 1700 mm beträgt sie fiir 


f 


die dünnste Platte (a, — 2,33mm) etwa emar = 12mm ~ 58° Bei 
„ 


der maximalen Einfallshöhe H” — 20 mm ist also tg &, = — 0,0118, 


ull 
er — 0,0042. Für tge, liegen die Verhältnisse noch günstiger, da 


a’ cos Y < |h"max | und die weiteren Glieder noch kleiner sind. In den 
Nennern treten etwas größere Glieder auf. Bei obigem Beispiel ist 


„ 
für y = 15°: =e tg) ~ 0,06 (bei &, ist das Hauptglied entsprechend 


kleiner). Da diese Ausdriicke jedoch neben der 1 stehen, haben sie 
keinen Einfluß auf die Größenordnung des Bruches. 

Man erkennt somit, daß tge und tgé, von derselben Größen- 
He. 
& 
Vernachlässigung höherer Potenzen der Winkel £, &,, & in dem 
Ausdruck für den Gangunterschied bei Normalstellung läßt sich also 
auf den Fall der gedrehten Linse übertragen; beobachtet man aus 
genügend großer Entfernung, so braucht man die quadratischen Glieder 
nicht mehr zu berücksichtigen. Daher werden im folgenden die 
Tangenten der Winkel £, €,, &; gleich ihren Bogen gesetzt. h”,a’,e 


"9 
werden von gleicher Größenordnung angenommen. M wird von der 


ordnung sind wie tg &gmax = Das Ergebnis, betreffend die 


Größenordnung £, angenommen (in Wirklichkeit ist es fast stets kleiner). 
- Berücksichtigt werden Glieder bis zur Größenordnung &’2. Damit er- 
geben sich folgende Beziehungen für die Winkel: 


Be “2 

a = coed [i +E + tg v)|. (7a) 

= € (8a) 
n n "9 

en 2 +2 dp gpt tgv, (9a) 


& = 44259 (1-2), tev) — 2 Ez: ete 4 ta. (10a) 
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e) Aufstellung und Diskussion der Gangunterschieds- 
gleichung, Vergleich mit der Beobachtung. Vernachlässigt man 
in (2) die höheren Winkelpotenzen und setzt die Werte aus (8a) bis 
(10a) ein, so folgt: 


a + 29” f e p” = Ao h” \ 
4M=a-° -ae l! 2 vl y tev. 2a 
© op plt A C 
Daraus ersieht man: 
1. In der Höhe h” = — 3 ist der Gangunterschied stets J — 0. 


Das ist der „Nullstreifen“* der Beobachtungen. 

2. Bei gedrehter Linse steigt der Gangunterschied nicht mehr 
linear mit der Höhe §” an. Trägt man J bei festem e als Funktion 
von h” auf, so erhält man eine Parabel statt der Geraden bei Normal- 
stellung!), d. h. die Interferenzstreifen sind nicht mehr äquidistant. 
Ein Vergleich zeigt aber, daß die Unsymmetrie, die theoretisch für 
ideale Linsen hergeleitet ist, der an Fernrohrlinsen beobachteten gerade 
entgegengesetzt ist. 

3. In einer festgehaltenen Höhe h” ist der Gangunterschied nicht 
mehr genau proportional der Spiegelentfernung e. 

4. Die Entfernung © des Beobachtungsapparates von der Ein- 
stellebene tritt bei gedrehter Linse schou in Gliedern von der Ord- 
nung &’2 auf, nicht wie bei Normalstellung erst in solchen von der 
Ordnung &?. Deshalb ist es erforderlich, mit einer sehr engen Blende 
zu arbeiten, da sonst Strahlenpaare in den Apparat gelangen, die die 
Einstellebene in derselben Höhe h” durchsetzt haben, aber den Zentral- 
strahl in verschiedener Entfernung © schneiden, daher verschiedenen 
Gangunterschied besitzen und bewirken, daß die Interferenzerscheinung 
verwaschen wird. Der Einfluß dieses Gliedes wird ersichtlich um so 
kleiner, je weiter der Beobachtungsapparat von der Einstellebene 
entfernt ist. 

5. Bei Nullstellung des Spiegels, e = 0, verschwindet der Gang- 
unterschied 


2 „ n 
Ao = u er 


außer am Nullstreifen 5” = — 20 nur noch au der Stelle h” = 0, 


2 
d.h. für den Zentralstrahl. An allen übrigen Stellen hat er Werte, 
die stark von der Beobachtungsentfernung © abhängen. Im Bratke- 
schen Falle (y = 0) ist 4, = 0, das Gesichtefeld ist gleichmäßig hell. 


1) E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 
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6. Das in h” quadratische Glied verschwindet bei der Spiegel- 
*9 


entfernung e = - Diese ist stets positiv, d.h. der Spiegel muß 


2€ 
sich dazu jenseits der Nullstellung befinden. 
Der Gangunterschied ist in erster Naherung gegeben durch das 


Glied ay Syn, Die obere Greuze für e ist gegeben durch die 
r mM 
kleinste Breite 1 der Interferenzstreifen, die mit dem Beobachtungs- 
apparat noch wahrgenommen werden kann. Bei der Beobachtungs- 
entfernung Œ — 1700 mm z. B. war imin etwa 3/,mm, dem entspricht 
für die gelbe Hg-Linie A = 578 mu 
| Cmax | 1 A 1 


wT —— ne . = 
er Ian” 3087.10 


Für die dünnste Platte a, — 2,33 mm müßte demnach € > 4000 mm 
sein, damit der Koeffizient von h? verschwindet, für die dickste 
ao = 724mm sogar © > 8300 mm, während in Wahrheit die Ent- 
fernung nur 1700 mm betrug, wie angegeben. Immerhin kann für 
ao = 2,33 mm das quadratische Glied ziemlich klein werden. Zum 
Vergleich mit der Beobachtung wurde mit den Daten der in § 2 
gegebenen Tabelle folgende Streifenzahl berechnet: 


Tabelle 2. 


Zahl der Interferenzstreifen 


beobachtet 
links rechts 


berechnet 
links rechts 


6 | 271/, 261/, | 27 27 

4 19 17'/g 18 19 

2 10 8 9 11 

0 — — — — 
— 2 7 101/, 10 7 ` 
— 4 151/, 191/3 19 151/, 
— 66 241/, 29 28 24 


Qualitativ wird also die Zunahme der Unsymmetrie bei Annäherung 
des Spiegels an die Linse, die nach § 2 beobachtet wurde, schon durch 
die Theorie für ideale Linsen wiedergegeben — eben bis auf das 
entgegengesetzte Vorzeichen des Zusatzgliedes. Eine quantitative Über- 
einstimmung zwischen „idealer“ Theorie und Beobachtung war selbst- 
verständlich nicht zu erwarten, doch ist es auffällig und erfordert 
besondere Aufmerksamkeit, daß die Vorzeichenumkehr bei allen ge- 
prüften Linsen auftrat. 
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§ 4. Ort der Erscheinung. 


a) Aufstellung eines strengen Ausdrucks für die Ent- 
fernung u des Interferenzortes. Für den Ort der Interferenz- 
erscheinung als Schnittpunkt U der interferierenden Strahlen läßt sich 
aus der Theorie ein strenger Ausdruck herleiten. Die Teilstrahlen 
(1) und (2) schneiden sich im Punkte K vor, im Punkte U nach der 


Fig. 15. Bestimmung des Interferenzortes U mit Hilfe 
der Plattenkonstanten sowie der Winkel €, und &g. 


Fig.16. Bestimmung der Entfernung U des 
Interferenzortes vom Linsenhauptpunkte N. 


zweiten Reflexion an der Rück- bzw. Vorderfläche der planparallelen 
Platte P1) (s. Fig. 11), Den Betrag der Parallelverschiebung des 
Strahles (1) an P’ nenne ich (Fig. 15): 

d.sin2 (p +8) _ 
Vm — sin? (p + &) 
Die Projektion von UK auf den Zentralstrahl (siehe Fig. 16) ist 

COS Ey 

sin (£, — £2) 
vom vorderen Hauptpunkte N, der Linse L’: 


(11) 


ù = 


EQ' = UK. cos & = 01- ‚und die Entfernung des Punktes E 


COS E3 
sin (€,; — ê)” 


N,E = u = k* — o (12) 


wenn k* = N,Q gesetzt wird. 


1) Vgl. hierzu E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 29 
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Durch Rechnung an Hand der Fig. 14 findet man: 


+2 —2 (+ + tg) (1+ =) tg Y 


i* 
m= (13) 
2 e 
fF (1+ a) ‘tg p. tg Eg 

und aus Gleichung (10): 

sin (&, — £2) 

COS £} . COS £g | 

E —tgy.tgée (a+; s[i- — 2% tg gY — tg Y. tg Eal 

__2a'cosy |ff >° i jr > 2 (14) 


j 142 + E )ig v[1—2 ite Y—ted.tge,| 


Damit erhält man streng: 


j* 
T2 


LER LA FREI. pO Vio a DER aa 
et EN Toyen | 


(1 +75) tg py . tg E 


Die Gleichung läßt sich in dieser komplizierten Form nicht all- 
gemein diskutieren, doch geht in Ubereinstimmung mit den Uber- 
legungen in § 3b folgendes aus ihr hervor: Bei Normalstellung der 
Linse (y = 0) schneiden sich fiir Nullstellung des Spiegels (e = 0) 
die Strahlen im Endlichen überhaupt nicht: u = oo. Ist die Linse 
gedreht, so kann der Nenner N auch für e = O endliche, wenn auch 
kleine Werte annehmen, und zwar wechselt er dann sein Vorzeichen 
mit €» Das bedeutet, daß in der Nullstellung eine sehr starke Ab- 
hängigkeit des Interferenzortes von der Schnitthöhe H” besteht, der- 
zufolge u zwischen + oo und — oo schwankt. Diese sehr starke 
Schwankung verringert sich mit zunehmendem |e|, da &, in seiner 
Größe beschränkt ist. Im Unendlichen liegt immer diejenige Stelle 

; ee ee e.& 
der Interferenzerscheinung, fiir die h” = (+e). tego ist. Die ge- 
schweifte Klammer im Zähler von u ist kleiner als 1, da in erster 
Näherung ERDE. EINE — 1 ist, und die übrigen Glieder klein gegen 
a COs Y cosE, 
1 sind. Besitzt also der Nenner N nicht zu kleine Werte, d.h. be- 
findet sich der Spiegel R in genücender Entfernung von der Null- 
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stellung, so ist es erlaubt, den Zäbler zu entwickeln und damit u der 
genaueren Diskussion zugänglich zu machen. 

b) Entwicklung und Diskussion von u. Die Entwicklung 
des Zählers soll bis zu derselben Ordnung e”2 gehen wie beim Gang- 
unterschiede 4. Durch geeignete Zusammenfassung bekommt man 
folgenden Ausdruck: 


u=jt-2 ($" +00) Uo 
5 5/3 by 5/8 
Be +09) + 4 Gr jr tyres r | =a - 2, 
FF (25"+ ay) tep(itestgy) +25". elytra tery + 2f*.bo. este yp ey 


2 e—fF.e,.tgy—e.é,.tgy 
Für y = 0 ist 2, = 2, = 0 und v erhält die schon von Bratke!) 
diskutierte Form: 


u = m = fF 225" + ay), 


Die Erscheinung liegt mit großer Annäherung in der vorderen 
Brennebene der Linse L. Als maximale Abweichung wird dort etwa 


6,75 mm gefunden. Sie ist unabhängig von Brennweite und Spiegel- 
stellung. | 


Das nächste Glied: 


t n p”? bo : ge 

a, = gv| (25 +a) +4 a ee = | 

das bei gedrehter Linse auftritt, ruft ebenfalls keine bedeutende Ver- 
schiebung des Interferenzortes aus der Einstellebene, die jetzt an die 
Stelle der Brennebene tritt, hervor. Der erste Summand (2 h” + ao) tg Y, 
der den Haupteinfluß hat, beträgt z.B. fiir y = 15° im Maximum 
etwa 9,5 mm bei der dünnsten Platte (ao == 2,33 mm), bei den dickeren 
weniger. 


Das Hauptinteresse beansprucht das letzte Glied ~ Man über- 


sieht sofort, daß im allgemeinen e recht große Werte annehmen muß, 
damit der Nenner einigermaßen die Größe des Zählers errcicht. Meist 
ist aber N viel kleiner als 2,, so daß eine starke Abhängigkeit des 
Interferenzortes von der Spiegelstellung besteht. Trägt man für eine 


1) Bratke, Diss. Breslau 1922. 
22* 


. (12b) 
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festgehaltene Höhe den Bruch “2 als Funktion von e auf, so erhält 


man eine gleichseitige Hyperbel. Die Glieder u, und 2, sind von e 
unabhängig, bewirken daher nur eine Verschiebung der Hyperbel. 


‘Für den Nullstreifen verschwindet das Hauptglied von 2,. Es wird 


u == Um; 


Um — = —b —tgy |S “tg + 25072) 


e ie 
mig A chi 


(12b’) 


Die ersten Glieder machen bei den Verhältnissen der angestellten 
Beobachtungen weniger als 1mm aus. Das größte Glied des en 


ist bei der dicken Platte (a9 = 7,24 mm) für y = 15°: + ' gay 


= 1,64mm, d.h. schon bei geringer Verschiebung des Spiegels aus 
der Nullstellung beträgt auch der Einfluß des Bruches weniger als 
lmm. Damit gewinnt man ein Bild von der Lage der Interferenz- 
erscheinung im Raume. Der Nullstreifen ġ” — -7 befindet sich in 
der Einstellebene. Für Y >0, e>f*sstgYy liegt die rechte Hälfte 


der Erscheinung, für die }” + 5 >, in größerer Entfernung (es ist 


u<f*); die linke Hälfte, für die "+2 <0, in kleinerer Entfernung 


(u>f*) vom Beobachter. Der Unterschied ist um so größer, je näher 
der Spiegel der Nullstellung ist. Kehren e oder % ihr Vorzeichen um, 
so erfolgen alle Abweichungen in entgegengesetztem Sinne, aber nicht 
genau gleicher absoluter Größe. Die Abweichungen sind in erster 
Näherung proportional tg %. 


c) Vergleich mit den Beobachtungen. Zum Vergleich mit 
der Theorie wurde die Abhängigkeit des Interferenzortes von der 
Höhe §” und der Spiegelstellung e an der Fernrohrlinse f = 340 mm 
mit der dicken Platte (a, = 7,24 mm) experimentell untersucht. Bei 
fester Spiegelstellung wurde das Okular des Beobachtungsfernrohrs 
nacheinander auf die Interferenzkurven an beiden Rändern und in der 
Mitte scharf eingestellt und die jedesmalige Okularstellung abgelesen. 
Der Spiegel wurde dann systematisch verschoben und die ganze Meß- 
reihe gewöhnlich zweimal wiederholt. Die Beobachtungen erfolgten 
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bei monochromatischem Lichte (A — 578 my). Eine Schwierigkeit ergab 
sich insofern, als bei großer Öffuung des Beobachtungsfernrohrs unter 
Umständen kaum Streifen zu sehen sind, bei kleiner aber die Ein- 
stellung des Okulars infolge der bekannten Zunahme der Tiefen- 
wirkung immer unsicherer wird. Es mußte also eine mittlere optimale 
Öffnung gesucht werden. 

Die Einstellung des Fernrohrs auf oo erfolgte mittels der senk- 
rechten Streifen gleicher Neigung, die auftreten, wenn der Spiegel 
im Brennpunkte der Linse steht. Aus den reduzierten Okularstellungen 


- 1000 mm 


U-U,, (mm) 


Fig. 17. (M.R.16.) Ort der Erscheinung. Zielfernrohrobjektiv 
f = 340mm. a = 2,33mm. w = 10%. Ausgezogene Kurven: 
theoretisch berechnet. 
ooo rechter Bildrand 
xxx linker Bildrand DEOBRONLL 
Beim Nullstreifen: Abweichungen vom mittleren Ort unter + 10 mm. 


und der Brennweite des Beobachtungsobjektivs ist die wahre Ent- 
fernung des Interferenzortes berechnet. 

Übereiustimmend mit der Theorie ergibt sich, daß der Ort für 
den Nullstreifen — abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der 
Nullstellung (+ 2mm) — innerhalb der Fehlergrenzen nicht von der 
Spiegelstellung e abhängt. Einen genaueren Vergleich ermöglicht 
Fig. 17. Die ausgezogenen Kurven sind nach der Theorie berechnet, 
die Punkte aus der Beobachtung gewonnen. Die Theorie gibt den 
Verlauf im ganzen richtig wieder, wenn auch die Übereinstimmung 
keine quantitative ist. Als Abszisse ist die Spiegelentfernung e, als 
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Ordinate der Abstand des Ortes je eines Bildrandes von dem mittleren 
Orte des Nullstreifens außerhalb der Nullstellung aufgetragen. Die 
MeBreihe für y — 10° zeigt einen glatteren Verlauf als eine frühere 
fiir y = 5%. Es erscheint nicht ausgeschlossen, daß bei weiterer Ver- 
schärfung der Messungen die experimentellen Werte sich den theo- 
retischen noch mehr angenähert hätten. Doch wurde die Frage nicht 
weiter verfolgt, weil für die vorliegende Aufgabe die Feststellung 
einer allgemeinen Übereinstimmung genügt. 


d) Einfluß des Interferenzortes auf die Höhen- 
bestimmung. Wichtig ist die Frage nach dem Einfluß, den die 
unregelmäßige Lage des Interferenzortes im Raume auf die Be- 
stimmung der Höhe §” aus den Interferenzbildern hat. Da die Er- 
scheinung nicht mehr in einer Normalebene zum Zentralstrahl liegt, 
schneiden die in U interferierenden Teilstrahlen die früher definierte 
durch Fy’ gehende Einstellebene im allgemeinen in zwei verschiedenen 
Höhen h” und g” (Fig. 11). Ist der Höhenunterschied genügend klein, 
so kann man bei großer Entfernung des Beobachtungsapparates und 
kleiner Öffnung doch noch ein ziemlich scharfes Bild bekommen. 
Allgemein ist der Höhenunterschied 
1 sin (£ — &,) 


= (FP) 


COS £g COB Eg 


+a, (15) 


Bei der Entwicklung braucht man nur bis zur Ordnung € zu 
gehen, da in der Gangunterschiedsgleichung höhere Potenzen gleich- 
falls vernachlässigt sind. Man erhält dann: 


h” — g” = 2-2 tg 625" + a). 


g” — g” = (f*—u).sin (£, — 8). 


Der Höhenunterschied verschwindet demnach für den Nullstreifen 


2 
ferner der Plattendicke und der Tangente des Drehwinkels direkt 
proportional. 

Nimmt man an, daß der Schnittpunkt der interferierenden Strahlen 
bei der Projektion auf die Einstellebene gerade in die Mitte zwischen 
h” und g” verlegt wird (was mit großer Annäherung zutreffen dürfte, 
da die beiden Teilstrahlen gleiche Intensität haben), so wird der 
durch die Höhe H” bestimmte Gangunterschied 4 in Wirklichkeit 
in der Höhe 

n +s" _ 


y= i" — 2 + a9) tev 


a 3 a 
( "= — 3) und ist der von diesem aus gerechneten Höhe h” =” + 3? 


beobachtet. 
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Definiert man analog zu h”’ die Höhe 
y" = yt + > — j" (1 — 2 ae) 


und führt dies in die Gleichung für den Gangunterschied ein, so 
erbält man eine Form, die symmetrischer als die frühere ist: 


+ E 


y" ist die Höhe vom Nullstreifen aus gerechnet, die man unmittel- 
bar aus den Interferenzbildern abliest. Bemerkenswert ist, daß infolge 
des linearen Zusammenhanges zwischen b” und y” das quadratische 
Glied in 4 keinerlei Änderung erfährt. 


§ 5. Theorie für Linsen mit Abbildungsfehlern. 


a) Annahmen über parallel zum Zentralstrahl einfallende 
Büschel. Die für ideal abbildende Linsen hergeleitete Gangunter- 
schiedsgleichung konnte experimentell an keinem der zur Beobachtung 
benutzten Linsensysteme bestätigt werden. Offenbar ist in allen unter- 
suchten Fällen der Einfluß bestimmter Linsenfehler zu groß, als daß 
er vernachlässigt werden könnte. Bei diesem Stande der Unter- 
suchung war die Hauptschwierigkeit die, herauszufinden, welche Linsen- 
fehler den Haupteinfluß auf die Vorzeichenumkehr des Zusatzgliedes 
haben. Das läßt sich von vornherein nicht übersehen. Daher ist im 
folgenden der Versuch gemacht, unter möglichst allgemeinen An- 
nahmen über den Strahlenverlauf eine Gleichung für 4 zu finden, die 
dann beliebig spezialisiert werden kann. 


Die Abweichungen vom idealen Strahlengange kann man in ver- 
schiedener Weise definieren. Den Ausgangspunkt muß im vorliegenden 
Falle der ,Zentralstrahl* bilden, der nach dem Durchgange durch die 
Linse parallel zu seiner Anfangsrichtung verläuft und zur Justierung 
der Linse dient (siehe $ 2). 

Wenn die Linse um eine vertikale Achse gedreht wird, ist die 
Horizontalebene eine Meridianebene der Linse. Für den Gang- 
unterschied in der Horizontalebene kommt also nur ein Teil der 
möglichen Linsenfehler in Betracht, nämlich diejenigen, die sich auf 
meridionale Büschel beziehen. Diese sind: 

1. Krümmung der Brennfläche der meridionalen Büschel (= Bild- 
wölbung, wenn kein Astigmatismus vorhanden ist, also die Brenn- 
flächen der meridionalen und der sagittalen Büschel zusammenfallen). 
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2. Schnittweitenaberration für Strahlen mit verschiedener Einfalls- 
höhe (= Koma). 

3. Verzerrung oder Verzeichnung. 

Der dritte Fehler kommt einer Knotenpunktsverschiebung im 
optischen System bei Änderung des Drebwinkels y gleich. Sein Ein- 
fluß wird bei der angewandten Methode, das Objektiv mittels des 
Zentralstrahles zu justieren, offenbar ausgeschaltet. Die Verzeichnung 
ließe sich meßbar feststellen mit Hilfe einer feineren Apparatur 


Fig. 18. 
Verlauf des Strahles (2) bei Linsen mit Abbildungsfehlern. 


— ähnlich der von Twyman!) benutzten —, die es gestattet, 1. das 
Objektiv genau um den Knotenpunkt für Achsenstrahlen zu drehen 
und 2. die darauf nötige Verschiebung des Objektivs mit der nötigen 
Genauigkeit zu messen. Die beiden anderen Fehler sollen, wie es 
geometrisch gefaßt werden (Fig. 18). 


Der Zentralstrahl schneidet ihm parallele unmittelbar benachbarte 
Strahlen im Brennpunkt Ff. Die Hauptebenen 9, und N, werden 
von diesen Nachbarstrahlen in gleichen Höhen vor und nach der 
Brechung geschnitten. Das durch F* gehende Element der Brenn- 
fläche bildet mit der Normalebene zur optischen Achse — der Gauss- 


1) F. Twyman, a. a. O., 1921. 
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schen Brennebene — den Winkel y, also mit der Normalebene zum 
Zentralstrahl den Winkel @ = y—y. x ist positiv, wenn die Brenn- 
fläche ihre konkave Seite der Linse zukehrt. 


Ein ebenes, parallel zum Zentralstrabl verlaufendes Elementar- 
büschel, das die vordere Hauptebene N, des Zentralstrahls in der 
Höhe h, trifft, besitzt den Brennpunkt F;\,, und die Hauptebenen Ny n 
und Nr, die es in der Höhe § schneidet. F” hat vom Spiegel die 
Entfernung e, vom Zentralstrahl den Abstand tw, von der hinteren 
Hauptebene die Entfernung fw, parallel zum Zentralstrahl gerechnet. 
$œ ist der Abstand der zur Höhe h, gehörigen Hauptebenen von- 
einander. 


b) Annahmen über Büschel, die kleine Winkel mit dem 
Zentralstrahl bilden. Bei der benutzten Anordnung bilden die 
interferierenden Strahlen mit dem Zentralstrahl kleine Winkel €. 
Über die Brechung dieser Strablen muß man einige einschränkende 
Annahmen machen. 


1. Ein Strahl, der die vordere Hauptebene Jt, des Zentralstrahls 
in der Höhe h, schneidet, besitzt dieselben Hauptebenen Nun und Niny 
wie der parallel zum Zentralstrahl verlaufende, und denselben Brenn- 
punkt Foy Der durch die Winkeldifferenz & entstehende Unterschied 
in der Höhe h wird vernachlässigt. 


2. Das Brennflächenelement durch F, sei parallel zu dem durch 
Fy, d.h. der Winkel y hänge nur vom Drehwinkel y, nicht von der 
Einfallshöhe h ab. 

3. Nach der Brechung gehe der Strahl durch denjenigen Punkt u 
der Brennfläche, für den AuN, „Fri, = € ist. 


Mit diesen Annahmen wird man den meisten vorkommen- 
den Fällen Rechnung tragen können. 

Fällt Fœ mit F zusammen, so ist die Schnittweitendifferenz 
(Koma) beseitigt. 

Fallen auch die Hauptebenen Nem mit N, und Nr, mit N, zu- 
sammen, so sind die wahren Brennweiten für alle Höhen gleich. 

Ist y = 0 für jeden Wert von %, so ist die Brennfläche eine 
Ebene. 


c) Geometrische Beziehungen. Die geometrischen Be- 
ziehungen zwischen den einzelnen Stücken sind natürlich sehr um- 
ständlich und unübersichtlich. Die wichtigsten lauten streng: 


‚0 ‚9 
(4 a ——**— eg a +) (h urs ®2 54 — h s09) w + 
a“ | Oy | 4 | 04 a oy | 2 
(“eee see ua or 9 + 1) | t25 — (9 3433 34 — I) : i — hms ng — e 5 + A soo o | o 34 — 
0 oo 4 A 0% 


| enD awe +] -asrpe +2] ats 
E oul a een a a W) 
E rt mp t 1) | ATER a er | =E 
5 
G _ 
en 
f a ays (co mys *2 Sy — œ 800) ['y — h ue (‘$8 — 8) + h soo 4] g — (h utete 33 + hsoo)@msoo% gg 
lea! (qrais®234-s00) M809,- (0s00°334.%]-(ours?339-@s00)["4y-Auns(g-8)+Ms00%g |} h29°% +f + at +a] 
ER. a “a 
® 1(@ 3453 a-o) Te: sr h3y[o urs 234—0800] [Ih us (8—8) + h 809, IOS er 39 
1" 1% MIL) ~~ s0923 -|o mst? 34—es00 | [™j—puia("'g—g £09? ° 
2 nn aug + amd 19 [omst 3-0800] [*-Aus(s-#) + 800,95] 
ap) 
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Um $,, go und &, zu berechnen, hat man in obigen Formeln 
ho durch go und &, durch è zu ersetzen. Es ist, wie in § 3, 


= La _ _d.sin2(p+eé) - 
TER 008 (y + £)’ E Yn? — sin? (p + £) 


d) Entwicklung der Winkel € und & und Aufstellung 
der BEN NE Bei der Entwicklung wird an- 


° t 
genommen, daß die Ausdrücke a und - jr - höchstens von der Größen- 
ordnung họ /f*2 oder & sind. Ferner werden die verschiedenen Brenn- 
weiten durch eine mittlere fm ersetzt, und für §) die Höhe p” ein- 


geführt, in der der Teilstrahl (2) die Einstellebene schneidet. Dann folgt: 


h” ‚er 7 + - eho thy = - th, 
i Ws f* 
ng 
+2 2 ze cto 2 te (tg Y + tg w) (16) 


— 8 — Bho ; Eho + = eio tro — tia h” tg PN fe thy Ch te ero : 


sin y + — 


& = Pa Cig tao — Chg + a Cap T lag 


T zZ A i ` 
tia — to + tin ty | Bent im. E ein 


m, fn T ton ie nm nto“ (tg y — tg o) 


ER ah” lees T eho (tg y + tg ©) — Ebo Cho F eho tg v| 


+ 


sin Y 


2 gaT : 
17 
a? ea + Cao (17) 
a f* 
8 2 Sio Ebo + eho 8, : Bho eo T Ego + Cio 
u i = f* 
= th tao— thy + tro- tao h” 
= tig ° t th, Cay + eno 4 to, Eho ` + Ch, anes : . Oxo u T eo, 


— 25 eat — =a (tz Y + tg œ) 
wa sin Y + 
tyo ty, — th 
J o jo R a ea 0 
pe pe eo- pe teo (Ph m) 
r 1” ee 


Setzt man diese Ausdrücke in Gleichung (2), $ 3 ein, so ergibt 
sich die Gangunterschiedsgleichung: 
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d " Ca ; : Ww 
=, ote the Zn e0 
; j = 
AL tao + tno — tao = tro 3 
u 
ei; © 
"n j” e + e; u „ 
5 Cao T E + Cao a Eho + ebo (tg Y — tg ©) 
He + eh ah” [eg + eg 
TE *2 ae ie O— 2 Tag ae EOP tg @) 
zen ng] —2 5 E tg @ = (2 b) 
of 
8 — za Ch j 
== aoe zs (tgv + tga) + —* fe Fe sing z 
5 
au Yoon hee 
aw Sao — pe Sho piei ti ego sin Y — uti < tao — Eto 4 t2@ © | 
tr. — ty too — th 
— 0 ( po T 2 ») 
— fwo T fio T th, Cg T Can ty Ego T Cao 
nl a BE 
thy em E en, 
ro OF Ä j 
Für eine Linse in Normalstellung erhält man speziell: 
C eg + €g + en + en a a ea +e 
do f f f f 
h” eg + eg e — en 
+ — + (t...). 
ge 


Vernachlässigt man die beiden letzten Glieder als klein gegen 
die anderen, so bleibt der Bratkesche Ausdruck !). 


e) Einfluß der Erfüllung der Sinusbedingung auf 4. 
Aus der eben abgeleiteten Gangunterschiedsgleichung ergibt sich die 
Antwort auf die Frage, ob die Annahme, daß die Hauptpunkte auf 
einer Ebene liegen (wobei also die Sinusbedingurg nicht erfüllt ist), 
Anlaß zu den Abweichungen zwischen Experiment und „idealer“ 
Theorie gibt. Es werde nunmehr vorausgesetzt, daß die Sinus- 
bedingung erfüllt ist, also die hinteren Hauptpunkte auf einer Kugel 
um den hinteren Brennpunkt liegen, ferner, daß das Objektiv frei von 


1) Bratke, Dissert. Breslau 1922. 


Über Linsenfehler für schiefe Büschel. 311 


Bildwölbung und Koma ist. Gleichung (2b) vereinfacht sich 
wie folgt: 


A wth fe g 4 = ah eee | 
do a rn er 2020 (2b) 
a 8 + 8,,— 28, e in y | 
f* oo 


_ Gleichung (2b’) unterscheidet sich von (2a) nur durch das letzte 
Glied, in dem die Größen 8 auftreten. Nimmt man, wie es bei Ab- 
leitung der Sinusbedingung !) geschieht, vordere und hintere Haupt- 
punkte als zusammenfallend an, so sind alle Größen 8 = 0. Das 
letzte Glied verschwindet aber auch identisch, wenn man nur vor- 
aussetzt, daß 8 unabhängig von der Einfallshöhe ist. Bei Fernrohr- 
objektiven mit ihrer im Vergleich zur Brennweite geringen Dicke 
dürfte dies Glied keine Rolle spielen. Bei photographischen Objek- 
tiven wäre eine eingehendere allgemeine Untersuchung vonnöten, ins- 
besondere bei Teleobjektiven mit ihren weit auseinanderliegenden 
Hauptpunkten. 


§6. Spezialisierung der Theorie: Der einzige Fehler ist 
Krümmung der Brennfläche. 


a) Aufstellung der vereinfachten Gangunterschieds- 
gleichung. Wie zu erwarten, ist die Gangunterschiedsgleichung in 
der allgemeinen Form (2b) nicht diskutabel. Sie läßt sich aber leicht 
spezialisieren für den Fall, daß man nur einen einzigen Fehler, auf 
den besonderer Verdacht bestand, als vorhanden annimmt. Es schien 
nämlich, besonders bei den Fernrohrlinsen, die Länge f* mit wachsen- 
dem Drehwinkel wy ab- anstatt zuzunehmen, was einer Krümmung 
der Brennfläche entspricht. Da bei den Fernrohrlinsen andererseits 
die sphärische Aberration für Achsenpunkte bis zu großen Einfalls- 
höhen so gut wie vollständig korrigiert ist, wurde die bei gedrehter 
Linse ihr entsprechende Koma zunächst einmal vernachlässigt. Die 
allgemeinen Annahmen des §5 erfuhren folgende Einschränkungen: 


1. Strahlen aller Einfallshöhen haben denselben Brennpunkt, 
d.h. alle e sind gleich, alle t = 0 (Koma beseitigt). 


2. Der Hauptpunktsabstand 8 ist unabhängig von der Einfalls- 
höhe ə Als Linsenfehler bleibt dann nur die Krümmung der Brenn- 


1) Z. B. Müller -Pouillet 2, 505, 1897. 
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fläche übrig (Fig. 19). Die Gleichung (2b) für den Gangunterschied 
vereinfacht sich wie folgt: 


a _e fai +a ab” ag 99-9" 
ao pl fr + 2 ga (tg y + tg o) pre tg Y 
T 2 
P pon (2) 
— Fa (tev + tga) — 2 i - Eg tg 0. 


Für die ideale Linse ist @ = y, die Gleichung geht in (2a) — siehe 
$3 — über. 

Man sieht sofort, daß je nach der Größe und dem Vorzeichen 
von @ das quadratische Glied ganz verschiedene Größe und Richtung 


haben kann. Für o<—y und al< 


den Beobachtungen stets erfüllt) ist es positiv, es besteht sonach die 
Möglichkeit, die Unstimmigkeit zwischen der Theorie für ideale Linsen 


(das letztere war bei 


Fig. 19. Linse mit gekrümmter Brennfläche in 
gedrehter Stellung (y > 0). Spiegel jenseits der 
Nullstellung (e > 0). 


und der Beobachtung — siehe $3 — durch starke Krümmung der 
Brennfläche zu erklären. 


b) Interferenzort, sein Einfluß auf den Gangunter- 
schied 4. Wenn man, wie in § 4 für die ideale Linse geschehen, 
den Einfluß des Interferenzortes auf die Differenz H’—.g” der Höhen 
untersucht, in denen die interferierenden Teilstrahlen die Einstell- 
ebene (u = f*) schneiden, so erhält man wieder Gleichung (15 a), 
also denselben Ausdruck wie bei idealer Linse. Daraus läßt sich 
rückwärts schließen, daß die den Interferenzort festlegende Größe u 
in erster Näherung von @ unabhängig ist — daher die qualitative 
Übereinstimmung zwischen den beobachteten und den nach der 
Theorie für ideale Linsen berechneten Entfernungen (Fig.17). Eine 
Abhängigkeit der Größe u von den Schnittweitenaberrationen, die 
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bei photographischen Objektiven auftreten, scheint nach den Beob- 
achtungen dagegen zu bestehen. Auf Grund der Betrachtungen in 
§ 3b über die Nullstellung ist dies verständlich, da bei zonal korri- 
gierten Systemen die Entfernung e des Spiegels aus der Nullstellung 
für die einzelnen Zonen verschieden ist. 

Wie früher ($ 4) werde 

y" — = g” und y” — y" + > 

gesetzt, d.h. die mittlere Schnitthöhe der interferierenden Strahlen 
eingeführt und von der Mitte der Interferenzerscheinung aus ge- 
rechnet. n ee sich: 


A _ 2y” ay” /1 2e 
ao = a T fr ce e, tg 
2 aye? na dote 
= È (tg v + tg a) — 5 ts o| + 2frs (tg y — tg ©). 
Infolge des von der Höhe y” unabhängigen Gliedes fällt der 


Nullstreifen nicht mehr genau mit der Mitte der Erscheinung, der 
gemeinsamen Sehne = beiden Irisblendenbilder, zusammen, sondern 


| ee 


ist um das Stück — — (ty — tg ©) gegen diese verschoben. In 


if 


den später mitgeteilten MeBreihen ist: 


Tabella 3. 
| | * 20” (t t er 
= — tg 
Ao Í Ymax f tg Y — tg @ 4 fr gy 5 
mm mm mm l mm 
3,74 160 15° | 187, 0,325 0,0083 
3,74 340 300 | 266,2 0,677 0,0089 


Da der engste gemessene Streifenabstand etwa 1/,mm ist, kommt 
diese geringe Verschiebung weder für die Bestimmung des Null- 
streifens, noch bei der graphischen Darstellung der Gangunterschieds- 
kurven in Betracht. Man kann also im allgemeinen y” vom 
Nullstreifen aus rechnen und dementsprechend das konstante 
Glied weglassen. 

c) Methode der Brennweitenbestimmung aus den Inter- 
ferenzbildern. Aus der Gangunterschiedsgleichung (2c’) ergibt sich 
eine einfache Methode zur Bestimmung der Brennweite f*, ähnlich 
der von Bratke!) für Normalstellung angegebenen. Bei der Spiegel- 
stellung e, herrscht in der Höhe y” der Gangunterschied 4 (e, y”). 


1) E. Bratke, ZS. f. Phys. 21, 120, 1924. 
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Die Differenz zwischen den Gangunterschieden in den Höhen (+ y”) 
und (— y”) ist: 


oo Age ae = =) i | 
Saal aa h A 
Sie ist gleich einem ganzen oder gebrochenen Vielfachen der be- 


nutzten Wellenlänge A: | 
Ð (e, y”) = m.h 


Ist kein Quellpunkt im Gesichtsfeld, d.h. liegt der Parabel- 
scheitel außerhalb der maximalen Werte von |y’”|, so ist m, un- 
mittelbar gleich der Zahl der Interferenzstreifen in dem Gebiete 
zwischen + y und — y". Für eine zweite Spiegelstellung e, erhält 
man einen entsprechenden Ausdruck: 


D (ea, y”) = my. À. 
Die Differenz beider ist: 


Kay) 2 (en y") 


= 40° (a — ey) (1- p $ tgo) = (m — m). 2 


Durch ein einfaches Näherungsverfahren findet man daraus: 


(18a) 


Jaor" (e — ea) _ Ao * M9 
ph ee — *— — too. 
i = 2 (m, — m). jl 9 tg © fo 9 g 0 (19) 
Die rechte Seite dieser Gleichung enthält lauter meßbare Größen. 
Die Genauigkeit, mit der f* bestimmt werden kann, erscheint bei 
geeigneten Versuchsbedingungen hinreichend. Damit m, — m, und 
e — èa möglichst groß, also relativ genau meßbar werden, wählt man 
zweckmäßig Spiegelstellungen, von denen die eine außerhalb, die 
andere innerhalb der Nullstellung liegt. Ferner ist e, —e, zu ver- 
größern durch Benutzung einer dünnen Platte, die zugleich die 
Ungenauigkeit in der Bestimmung von y” aus den Interferenzbildern 
verringert und bewirkt, daß das Korrektionsglied *° 7 °tgo@ klein wird. 
Für y = 0 verschwindet das Korrektionsglied, der Abstand der 


9 y” 
äquidistanten Streifen ist i — 


und durch eine kleine Umformung 
erhält man: 


2 do l 
x —— — eng CER ba as 
#P=i=-1/. 0-9, 


er 
Pa 
> 1 
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d) Bestimmung der Spiegelentfernung e aus den Inter- 
ferenzbildern. Zur Bestimmung der Brennweite f* braucht man 
nur die Differenz der Spiegelstellungen zu kennen. Zum Vergleich 
der Theorie mit den Beobachtungen ist die Kenntnis der Größen e 
selbst erforderlich. Ihre Bestimmung aus den Interferenzbildern bzw. 
den aus ihnen gefundenen Gangunterschiedskurven ist etwas umständ- 
licher als bei Normalstellung. Zweckmäßig geht man wieder von 
Gleichung (18) für © (e, y”) aus. Es ist, wenn man 


enge ee age 
px (BO = 0; 5 ger—=P 
setzt, 
B P(e, 7") 
1s Tce we ei — e2) a mn. ale whiny’ 
re lay) 


Da & und ß beides kleine Größen sind, kann man «& vernach- 
lässigen und erhält: 
Pler) 
| 7") — 9 (eny) 
Diese Gleichungen enthalten wieder nur meßbare Größen. Für Normal- 
stellung ist œ = 0, B = 0, e =e,’ = (e et 

[t1 — “jt 

e) Räumliche Erscheinung. Die von Waetzmann und 
Bratke!) über den räumlichen Strahlenverlauf angestellten Über- 
legungen lassen sich ohne weiteres auf den Fall der gedrehten Linsen 
übertragen. Da die Winkel, die die Teilstrahlen mit der Horizontal- 
ebene bilden, von der Größenordnung £gmax Sind, haben sie in 
Gleichung (2c’) keinen größeren Einfluß als die übrigen vernach- 
lässigten Glieder. Unter der Voraussetzung, daß die Sagittalbüschel 
denselben Brennpunkt haben wie die Meridionalbüschel, die Linse L 
also frei von Astigmatismus ist — eine Annahme, die für die Ab- 
leitung des Gangunterschiedes in der Horizontalebene nicht notwendig 
ist —, stellt Gleichung (2c’) auch den räumlichen Strahlenverlauf dar, 
d.h. zeigt die Linse weder Koma noch Astigmatismus, so 
muß die Interferenzerscheinung unbeschadet etwa vorhan- 
dener Bildwölbung aus parallelen senkrechten Streifen be- 
stehen. 

Wird umgekehrt der Gangunterschied in der Horizontalebene 
durch Gleichung (2c’) dargestellt, ist also die Koma beseitigt, so 
deutet eine Krümmung der Interferenzkurven auf Astigmatismus. 


e =e, + B; a ACN) eae 
I> 


1) E. Bratke u. E. Waetzmann, a. a. O. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 93 
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Doch wurde auf diese Frage bisher nicht näher eingegangen, da in 
der vorliegenden Arbeit zunächst die allgemeinen grundsätzlichen 
Gesichtspunkte im Vordergrund bleiben mußten. 


$7. Quantitative Beobachtungen zum Vergleich mit dem 
theoretisch untersuchten Spezialfalle. 


a) Versuchsbedingungen und Meßverfahren. Zum Vergleich 
mit der oben abgeleiteten Theorie dienten Messungen an zwei in 
bezug auf die sphärische Aberration für Achsenpunkte sehr gut korri- 
gierten Zielfernrokrobjektiven mit den Brennweiten f = 160mm und 
f = 340 mm. Die Entfernung des Beobachtungsapparates vom Inter- 
ferenzbild betrug rund 1100 mm. Die benutzte planparallele Platte 
war die von der Firma Goerz gelieferte, für die ag = 3,74 mm ist. 
Die Bestimmung von a, erfolgte durch direkte Messung der Parallel- 
verschiebung eines sehr feinen Kratzstriches auf einer unbelichtet 
entwickelten photographischen Platte unter dem Mikroskop.‘ Das Be- 
obachtungsobjektiv hatte f = 485mm Brennweite. Da die zwischen 
Vorder- und Hinterlinse befindliche Irisblende zu groß war, wurde 
eine Revolverblende vorgeschaltet und bei möglichst kleiner Blenden- 
öffnung (6 mm Durchmesser bei f = 160mm und 3mm Durchmesser 
bei f = 340mm) photographiert. Die Irisblende I, wurde möglichst 
genau in den jeweiligen Brennpunkt F* der meridionalen Strahlen 
gebracht und so klein gestellt, daß sie bestimmt alle Bildränder be- 
grenzte. 

Die zur Ausmessung bestimmten Aufnahmen wurden mit der 
Hg-Linie 4435 auf Hauff- bzw. Perutz-Extrarapidplatten gemacht, die 
im Violetten empfindlicher sind als die früher benutzten Hauff-Ultra- 
rapidplatten. Die Belichtungsdauer betrug bei f = 160mm bis zu 
21/, Stunden (bei weiterer Verkleinerung der Blende des Beobachtungs- 
apparates und entsprechender Verlängerung der Belichtungsdauer 
gelang es infolge des Wanderns der Interferenzstreifen überhaupt 
nicht mehr, Interferenzbilder auf der Platte zu erhalten), bei f= 340 mm 
höchstens 8 min. Der Unterschied rührt hauptsächlich von der 
schlechten Spiegelversilberung im ersten Falle her. Günstig wirkte 
auch die kleinere Brennweite der Kondensorlinse, die bei der zweiten 
Meßreihe zur Verfügung stand, sowie das etwas hellere, trotzdem 
schärfere Filter (Flüssigkeits- statt Gelatinefilter).. Die zweite Reihe 
ist auch insofern sauberer, als dazu der neue Linsenhalter benutzt 
werden konnte, der eine leichtere Justierung und genauere Ablesung 
des Drehwinkels gestattet (siehe $ 2). 
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Bei der Ausmessung wurden die Aufnahmen unter dem Mikroskop 
mittels Mikrometerschraube verschoben. Jede Platte wurde dreimal 
(f = 160mm) bzw. zweimal (f = 340mm) durchgemessen und über 
die Ablesungen gemittelt. Um die wahre Größe des Interferenzbildes 
zu bekommen, wurden die praktisch kreisförmigen Bilder der Iris- 
blende J, ausgemessen und gemittelt. Die wahre Öffnung der Iris- 
blende wurde mittels Schublehre festgestellt. 


b) Brennweitenbestimmung. Die nächste Aufgabe war die 
Bestimmung der Brennweite f*. Um von den zufälligen Ablese- 
fehlern in der Höhe y” unabhängig zu sein, wurde wieder ein Mitte- 
lungsverfahren angewandt. Durch Interpolation wurde der Gang- 
unterschied in den Höhen y” = +0,25mm, + 050mm usw. 
festgestellt. i 


aa AL a E AE 
A À 7 A A 

muß theoretisch proportional y” sein. Für kleines y” sind die Schwan- 

kungen infolge der Ablesefehler naturgemäß sehr groß, bei großen 

Höhen hinwiederum werden durch Einfluß von Koma systematische 


Q e m 
Abweichungen auftreten. Untersucht man den Gang von en? 
mit y”, so kann man leicht feststellen, bis zu welchem y” man hin- 


aufgehen darf. Um die zufälligen Fehler zu eliminieren, wurde das 


m 
Gewicht von on gleich y” gesetzt und der Mittelwert bis zur 


Höhe Ymax gebildet. 


Dieses etwas langwierige Verfahren wurde später durch ein an- 
deres ersetzt. Bei parabolischem Verlaufe der Gangunterschiedskurve ist: 


rer fre 


Ymax + Ymax 
Peat") 2 [FR a 2, SEEN ar 
=~ À 


À | 1,9 no 


P nsr A nz 


— Ymax 


Das Integral stellt den Inhalt der Fläche dar, die die Kurve 
mit der y’’- Achse einschließt. Da man beim Ausmessen nun nicht 
A (y'"), sondern y” (4) bestimmt, ist es einfacher, umgekehrt zu inte- 
grieren. Die Integration erfolgt mechanisch durch Summenbildung, 
wobei dd = A ist. Interpolation ist nur noch an den Endstellen 
+ Ymax notwendig. Befinden sich innerhalb + ymax die letzten Inter- 

23* 
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ferenzstreifen m bei py” = ci; na bei y” = —c,; die nächsten 
außerhalb bei y” = c +de und y” = — (c, + dcz), so ist 
+ Ymax a 
m 1 
ja" N. dy" = me + ng. — D y" (n) — m 
n = — mhg 


m 
— Ymax 
tpt 


+ 5 (N m) + rn) 


Diese Berechnung ist sehr schnell und einfach auszuführen, wenn 
man einmal Ymax bestimmt hat. Meist wurden vier Platten, je zwei 
Spiegelstellungen außerhalb und innerhalb der Nullstellung ent- 
sprechend, der Berechnung von fý zugrunde gelegt. Indem man 
dies in verschiedener Weise kombiniert, erhält man für fă vier Werte. 
Bei der zweiten Meßreihe betrugen die maximalen Abweichungen 
vom Mittel nur einmal (bei y = 30°) 1,2 Prom, sonst weniger als 
1 Prom. Bei der ersten war die Genauigkeit geringer, was teils durch 
die lange Belichtungszeit und die damit verbundene Unschärfe der 
Interferenzstreifen, teils durch die kleinere Brennweite bedingt ist, 
denn diese gestattet bei gleich dicker Platte eine kleinere Spiegel- 
verschiebung e, — eg, die mit gleicher absoluter, aber geringerer rela- 
tiver Genauigkeit abzulesen ist. 

c) Brennpunktskurve, Bestimmung von ©. Aus den be- 
rechneten Werten fj wurde jetzt eine angenäherte Brennpunktsfläche 
so konstruiert, daß von dem als fest angenommenen Knotenpunkt N, 
aus in den Richtungen yw = 0°, 5% 10° usw. die zugehörigen 
Längen f% aufgetragen wurden. Anfänglich diente zur Bestimmung 
der Winkel w(y) die bekannte Konstruktion der Normalen zu der 
Brennpunktskurve mittels eines Spiegels, der so anzulegen ist, daß 
die Kurve und ihr Spiegelbild keinen Knick miteinander bilden. 
Bessere Werte erhält man durch Rechnung, indem man als Tangenten- 
richtung das Mittel aus’den beiden von einem Punkt nach den beiden 
Nachbarpunkten gehenden Sehnen nimmt. Da die Entfernung der Punkte 
voneinander nicht sehr verschieden ist, kommen die hierbei gemachten 
systematischen Fehler gegenüber den zufälligen bei der graphischen 
Konstruktion kaum in Betracht. 

Mit Hilfe von œ berechnet man die Korrektionsglieder, findet f* 
und kann nun œ noch einmal genauer bestimmen. Für f* selbst 
macht die Änderung von ® aber nichts mehr aus. Fig.20 zeigt die 
unter Annahme eines festen Knotenpunktes N konstruierte Brennpunkts- 
kurve von f = 340mm. Man sieht die außerordentlich starke 
Krümmung derselben: überall ist @ < — y. 
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Aus Gleichung (2c’) geht hervor, daß in diesem Falle für Linsen 
ohne Koma bei positivem Drehwinkel y das in y” quadratische Glied 
im Gangunterschiede 4 nach der Theorie positiv ist, solange die 

f*2. tg © 
E(tgy + tgo) 
Versuchen stets erfüllt. Rein qualitativ bestätigt sich also die in § 6 
ausgesprochene Vermutung, daß die in $ 3 festgestellte Unstimmigkeit 


Spiegelentfernung e < Diese Bedingung war bei den 


Tabelle4. Zielfernrohrobjektiv f ~ 340 mm. A = 435 mu. 


y fs F @ 
___Grad mm mm Grad 
0 343,0 | 343,0 0 
5 339,1 339,6 — 11,97 
10 329,6 330,5 — 23,68 
15 312,8 314,1 — 34,50 
20 290,9 292,7 — 43,06 
25 264,1 266,3 — 48,83 
30 236,4 | ~ 239,0 — 
zwischen „idealer“ Theorie und Beobachtung — entgegengesetztes 
Vorzeichen des in y” quadratischen Gliedes — auf Bildwölbung 


zurückzuführen ist. Die in § 6 aufgestellte Theorie liefert ein dem 
Vorzeichen nach mit der Beobachtung übereinstimmendes Glied. Ob 
auch die Größe des Gliedes in ihrer Abhängigkeit von der Spiegel- 
stellung richtig wiedergegeben wird, muß eine eingehendere Unter- 
suchung lehren. 


d) Beobachtete und berechnete Gangunterschiedskurven. 
Um auch quantitativ die Gangunterschiedsgleichung zu prüfen, hat 
man nach der in § 5 angegebenen Weise zunächst das jeder Spiegel- 
stellung entsprechende e festzustellen. Jetzt kennt man alle in der 
Gangunterschiedsgleichung auftretenden Größen und kann Theorie 
und Experiment vergleichen. Von den zahlreichen hierher gehörigen 
Kurvenblättern scien Fig.21 bis 23 (Kbl. 11 bis 13) als Beispiel ge- 
geben. 


Die Tangenten im Schnittpunkte y” = O sind gestrichelt, die 
theoretischen Gangunterschiedsparabeln ausgezogen, die beobachteten 
Werte durch Kreise angegeben. Die Übereinstimmung ist angesichts 
der gemachten Vernachlässigungen recht gut. Der Verlauf wird auch 
in der Nähe der Nullstellung, wo etwaige Koma von merkbarem 
Einflusse sein muß, richtig wiedergegeben. 


Immerhin sieht man deutlich, daß die Krümmung der theoreti- 


schen Kurven fast überall stärker ist als bei den Beobachtungen, 
* 
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Fig. 20. Reihe XXVIII. Brennfläche der meridionalen Büschel. 
Zielfernrohrlinse f. = 340 mm. Linsendurchmesser 50mm. A = 435 mu. 
a) ?/, der wahren Größe. --- fi N = Linsenknotenpunkt. 
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Fig. 21. 
Reihe XXVIIIb. Gangunterschiedskurven. 


Zielfernrohrlinse f — 340 mm, 
ao = 374mm. A= 485mu. y = 5, 
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d.h. daß das in y” quadratische Glied zu groß ist. Für positives e, 
Spiegel außerhalb der Nullstellung, ist die Übereinstimmung besser. 
Die Abweichungen verschwinden nicht bei großen negativen Werten 
von e, wie man zunächst vielleicht erwarten könnte, da für Normal- 
stellung hier der Einfluß der sphärischen Aberration ebenso wie für 


72 11 70 g 8 7 6 
€=135,0 €=190,0 €~1275 | e=1250 €=1225 em1290 b= 115,0 
N \ \ ` / of 


o 


4 
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Fig. 22. Reihe XXVIIId. Gangunterschiedskurven. w = 15°. 


y” (mm) 
5 14 73 8 70 9 4 
E= 786.0 e = 780.0 e=1760 A e=172,3 E= 180 e = 7640 e= 7593,0 
a pi ’ 4 4 , , c 


70 
Fig. 23. Reihe XXVIIIf. Gangunterschiedskurven. y = 25°. 
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großes positives e immer kleiner wird. Als Grund der Abweichungen 
ist anzunehmen: 

1. Koma. 

2. Einfluß der Glieder von der Ordnung ¢?, die nach den Unter- 
suchungen von Waetzmann und Bratke um so mehr verschwinden, 
je weiter der Spiegel von der Linse entfernt ist. 

3. Falsche Bestimmung von œ dadurch, daß der Knotenpunkt 
als festliegend für alle Winkel Y angenommen, also die Verzeichnung 
vernachlässigt ist. 

e) Räumliche Erscheinung. Fig.10 und 24 zeigen eine 
Anzahl der zur Messung benutzten Aufnabmen von f = 340mm. 

Die Krümmung der Interferenzkurven (Fig.10) kann nicht nur 
von den etwa in der Gleichung (2c’) vernachlässigten Gliedern — 
Einfluß von Koma oder von Gliedern der Ordnung &? — herrühren, 
sondern ist hauptsächlich auf Astigmatismus zurückzuführen, der bei 
diesem Objektiv beträchtliche Werte besitzt. Man kann das leicht 
feststellen, wenn man die Irisblende J, verkleinert und einmal in den 
Brennpunkt der Meridionalstrahlen stellt, dann werden der rechte und 


a) e = 75,0 mm. b) e = 115,0 mm. 


Fig. 24. Reihe XXVIII. Zielfernrohrobjektiv f ~ 340mm. a, = 3,74 mm. 
A= 435 mu. Jı = 21,3 mm Durchmesser. C~ 1100mm. y = 5°, 


der linke Rand des am Spiegel R reflektierten Blendenbildes mit Z 
zusammenfallen, und hernach in den Brennpunkt der Sagittalstrablen 
bringt, dann gilt das Gesagte für den oberen und den unteren Rand 
von J,, während von den anderen Rändern in der Ebene der Blende J, 
nur ein unscharfes und verwaschenes Bild entsteht. Der Unterschied 
beider Blendenstellungen betrug bei f = 340 mm mehrere Zentimeter, 
ist aber nicht genauer gemessen. 
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Zusammenfassung. Die Fragestellung lautete: Inwieweit läßt 
sich die Waetzmann-Bratkesche Interferenzmethode auf die Unter- 
suchung von Linsenfehlern für schiefe Büschel ausdehnen ? 

1. Es wurden die Interferenzbilder für verschiedene Typen von 
Objektiven bei gedrehter Linse untersucht. Die für den Korrektions- 
zustand eines Objektivs charakteristischen Formen der Interferenz- 
kurven der Normalstellung bleiben erhalten, werden aber unsymme- 
trisch verzerrt. Für Objektive, die in Normalstellung senkrechte 
äquidistante Streifen zeigen, bei denen also die sphärische Aberration 
für Achsenpunkte gut korrigiert ist, krümmen sich die Interferenz- 
kurven, und der Kurvenabstand nimmt von dem einen Bildrande zum 
andern hin zu (§ 2). 

2. Es wurde die Theorie der Interferenzerscheinung für schiefe 
Büschel zunächst bei idealer Abbildung, sodann bei nicht idealer Ab- 
bildung unter möglichst allgemeinen Annahmen über die Linsenfehler 
aufgestellt ($ 3 und 5). 

3. Die Theorie wurde auf den Fall spezialisiert, daß der einzige 
Linsenfehler die Wölbung der Brennfläche ist, eine Annahme, die für 
einige Fernrohrobjektive durch die Beobachtungen nahegelegt worden 
war (§ 6). 

4. Der Vergleich mit dem Experimente zeigte, daB sich aus den 
Interferenzbildern tatsächlich Schlüsse auf die Linsenfehler (Bild- 
wölbung, Astigmatismus, Koma) ziehen lassen. Insbesondere wurde 
bei zwei Fernrohrobjektiven durch Festlegung der Bildkrimmung 
auch quantitative Übereinstimmung mit der Theorie erzielt. Es 
erscheint erfolgversprechend, in den eingeschlagenen Richtungen 
weiterzuarbeiten (X 7). 

5. Im Verfolg der Arbeit ergab ‘sich ein Verfahren, die Brenn- 
weiten für schiefe Büschel zu bestimmen ($ 6 und 7). 

Die vorliegende Arbeit wurde auf Anregung von Herrn Professor 
Waetzmann im Physikalischen Institut der Universität Breslau aus- 
geführt. Für wohlwollende Unterstützung und fördernde Ratschläge 
möchte ich Herrn Geheimrat Professor Dr. Lummer und Herrn Professor 
Dr. Waetzmann meinen besten Dank aussprechen. 

Die Mittel zur Beschaffung der in $2 erwähnten planparallelen 
Platten wurden von der Helmholtzgesellschaft zur Verfügung gestellt. 
Die Firmen C. Zeiss, Jena, und C. P. Goerz, Berlin-Friedenau, haben 
die Arbeit durch leihweise Überlassung von Objektiven unterstützt. 


Breslau, Physikalisches Institut der Universität, 26. November 1923. 
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 Kristallsymmetrie und Reststrahlen '). 
Von C. J. Brester in Utrecht. 


Mit vier Abbildungen. (Eingegangen am 26. März 1924.) 


Es wird untersucht, wie die Eigenschwingungen eines physikalischen 

Punktsystems, zusammengesetzt aus einer endlichen Anzahl elek- 

trisch geladener Partikel, von den Symmetrieeigenschaften abhängen. 

Es wird angegeben, wie man die Ergebnisse auch für unendliche 

Kristallgitter verwerten kann. Durch Vergleich mit den Messungen 

der Reststrahlen verschiedener Kristalle gelangt man zu einer 
Bestätigung der Theorie. 


Einleitung. Die Messung des Reflexionsvermögens verschie- 
dener Kristalle für ultrarote Strahlung ist schon mehrfach Gegenstand 
eingehender experimenteller Forschung gewesen. Wenn man für einen 
bestimmten Kristall das Reflexionsvermögen als Funktion der Frequenz 
der auffallenden Strahlung graphisch darstellt, so erhält man in den 
meisten Fällen eine Kurve, die verschiedene charakteristische Reflexions- 
maxima aufweist. Auf Grund dieser Eigenschaft kann man bekannt- 
lich die zugehörigen Strahlen durch wiederholte Reflexion aus der 
Gesamtstrahlung aussondern und in dieser Weise ziemlich homogene, 
ultrarote Strahlen erhalten, die man Reststrahlen nennt. Das Auf- 
treten der Reflexionsmaxima wird nach der heutigen Vorstellung über 
den Kristallbau sehr einfach erklärt. Denn ein Kristall ist ein Ionen- 
gitter, das nach der von M. Born?) ausgebildeten Theorie eine be- 
stimmte Anzahl von Eigenschwingungen ausführen kann. Ist die 
Frequenz der auffallenden Strahlung derjenigen einer solchen Eigen- 
schwingung annähernd gleich, so kann in gewissen Fällen Resonanz 
eintreten, wodurch eine besonders starke Reflexion der betreffenden 
Strahlung verursacht wird. Nach dieser Theorie wird also das Pro- 
blem der Reststrahlen auf die Frage nach den Eigenschwingungen 
der Ionengitter zurückgeführt. Umgekehrt kann man aber nicht 
sagen, daß jede Eigenschwingung des Gitters ein Reflexionsmaximum 
fiir gleichfrequente Strahlung ergibt. Wenn wir nämlich die Strah- 
lung als homogenes, elektrisches Wechselfeld auffassen®), so kann 


1) Die vorliegende Arbeit ist ein Auszug aus meiner kürzlich erschienenen, 
in Göttingen gefertigten Dissertation (Utrecht 1923). 

2) M. Born, ZS. f. Phys. 7, 217, 1921; 8, 390, 1922; Enzykl. d. Math.-W. V, 
25: Atomtheorie des festen Zustandes. 

3) Homogen, weil die Wellenlängen immer etwa 103- bis 10°mal so groß 
sind als die Entfernungen benachbarter Ionen, und elektrisch, weil bekanntlich 
das magnetische Wechselfeld praktisch keinen Einfluß hat. 
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offenbar nur dann Resonanz eintreten, wenn bei der betreffenden 
Eigenschwingung ein elektrisches Moment auftritt mit einer von 
Null verschiedenen Komponente in der Richtung des Feldes. Wenn 
also der elektrische Vektor der einfallenden, polarisierten Strahlung 
senkrecht steht zum Vektor des bei einer Eigenschwingung auftretenden 
elektrischen Moments, oder wenn der letztere Null ist, so tritt kein 
Reflexionsmaximum auf. Ist das Moment Null, so nennen wir die 
zugehörige Eigenschwingung inaktiv, ist es von Null verschieden, so 
heißt die Schwingung aktiv. 


Aus den Obenstehenden ist ersichtlich, daß in der Theorie der 
Reststrahlen das elektrische Moment der Eigenschwingungen eine be- 
sonders wichtige Rolle spielt. Um dieses zu bestimmen, muß man 
aber die Schwingungsformen kennen, d. h. man muß wissen, in 
welcher Weise die Ionen im Gitter gegeneinander schwingen. Nun 
wird sich zeigen, daß diese Schwingungsformen eng mit den Sym- 
metrieeigenschaften des Kristalles zusammenhängen. 


Die erste und wichtigste Aufgabe für eine Theorie der Rest- 
strahlen ist also die folgende: Für jedes Raumgitter mit beliebigen 
Symmetrieeigenschaften die Schwingungsformen zu bestimmen, sowie 
die Anzahl optisch-aktiver und -inaktiver Schwingungen und die Rich- 
tung des dabei auftretenden elektrischen Moments. Die vorliegende 
Arbeit bezweckt, die Lösung dieser Aufgabe allgemein anzugeben. 


Nun gibt es bekanntlich nach Schönflies!) 230 bezüglich ihrer 
Symmetrieeigenschaften verschiedene Raumgitter 3); jede Symmetrieart 
ist durch eine der 230 räumlichen Gruppen von Deckoperationen 
definiert. Es wäre wohl eine sehr mühsame Arbeit, für jede dieser 
Symmetriearten die obenerwähnte Aufgabe zu lösen. Glücklicherweise 
läßt sich die Sache erheblich vereinfachen; durch das „Gesetz des 
Isomorphismus der räumlichen Gruppen mit den Punktgruppen“ 3) 
wird nämlich eine interessante Beziehung zwischen diesen 230 Sym- 
metriearten und den 32 gewöhnlichen Symmetriegruppen, die die 32 
Kristallklassen bestinnmen, ausgesprochen. Es wird sich nun heraus- 
stellen, daß merkwürdigerweise auch für das mechanische Problem, 
mit dem wir uns jetzt beschäftigen, dieses rein geometrische Gesetz 
von prinzipieller Bedeutung ist. Dieses Resultat vorwegnehmend, 
wollen wir zunächst die Theorie entwickeln für endliche Punktsysteme, 


1) A. Schönflies, Kristallsysteme und Kristallstruktur. 

2) Wenn wir von einem Kristall als Raumgitter sprechen, werden wir ihn 
uns immer nach allen Richtungen unendlich ausyedehnt denken. 

3) Siehe z.B. A. Schönflies, l. c, S. 364. 
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die eine der 32 Punktgruppen zulassen !), und nachher eine Methode an- 
geben, die die dabei gefundenen Resultate für die unendlichen Raum- 
gitter zu verwerten ermöglicht. 


$1. Endliche Punktsysteme mit einer p-zähligen Sym- 
metrieachse. Wir werden uns jetzt beschränken auf den methodisch 
wichtigen Fall, wo das Punktsystem die Operationen einer zyklischen 
Gruppe Cp zuläßt 2). Kristallographisch haben nur die Gruppen mit 
den Werten p = 1, 2, 3, 4 und 6 Bedeutung, aber in den Rechnungen 
werden wir p allgemein als beliebige ganze, positive Zahl annehmen. 
Nur werden wir den Fall p = 1 ausschließen, da eine „einzählige“ 
Symmetrieachse nicht als Symmetrieelement zu betrachten ist. 

Wir denken uns nun ein Punkt- 
system ınit einer p-zähligen Sym- 
metrieachse, die mit der Z-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems zusammenfallt. Mittels 
p Halbebenen durch diese Achse, die 
gleiche Winkel miteinander bilden, 
zerlegen wir den ganzen Raum in 
p gleiche Gebiete, die wir mit R}... 
Rj... Rp bezeichnen (j = ],...p). 
In jedem Gebiet R; befinden sich 
m Punkte P,; (k = 1,...m). Die 

Fig. 1. p Punkte Pi... Pki... Prp sind physi- 

kalisch identisch und gehen durch 

Drehungen um 2rn/p (n = ganze Zahl) um die Z- Achse ineinander 
über. Auf der Z-Achse liegen schließlich h Punkte Py (k' = 1,...h). 
Das ganze System ist also zusammengesetzt aus s = pm + h Partikeln; 
wir nehmen an, daß zwischen diesen Partikeln nur konservative Kräfte 
wirken, unter deren Einfluß das System in stabilem Gleichgewicht ist. 
Ein solches System kann bekanntlich 3s Eigenschwingungen ausführen. 
Dabei schwingen die Partikel P,; und Py mit den Amplituden Ux; und 
Uw, deren Komponenten nach den drei Koordinatenrichtungen wir mit 
Ukjæs Ukjys Ukjs bzw. Una, Uwy und Uy, bezeichnen; die Frequenz 
sei @. Diese 3s Eigenschwingungen werden nun nach der analytischen 
Mechanik bestimmt durch 3s lineare, homogene Gleichungen zwischen 


1) Einen speziellen Fall, nämlich für Systeme, die die Operationen der 
Vierergruppe zulassen, hat M. Born behandelt (Verh. d. D. Phys. Ges. 19, 243, 
1917). Bei dem Versuch, diese Theorie in bezug auf die Systeme mit der Tetraeder- 
gruppe weiterzubilden, hat sich ein Versehen eingeschlichen. 

2) Die anderen Fälle findet man in der zitierten Dissertation. 
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den 3s Amplitudenkomponenten; die Koeffizienten sind lineare Funk- 
tionen von w% Um diese Gleichungen für den Fall der zyklischen 
Systeme brauchbar zu machen, führen wir zunächst neue Variablen 


ein, definiert durch: 
Vig = Ukjæe + i Urjy 


Vij = Una — 1 Uk (1) 
Wij = Urs 
Ver = Uwz + i Ury 
ee E (2) 
Wry = Ups | 
Es sei nun irgend eine Schwingung mit speziellen Werten V;,;, 
Vi; usw. möglich. Dann ist auch eine Schwingung möglich — und 


zwar mit derselben Frequenz —, 
die aus der vorigen entsteht, wenn 
man sämtliche Amplitudenvek- 
toren um die Z- Achse dreht um 
einen Winkel 22/p. Dadurch 
bekommt der Punkt P,; die um 
22/p gedrehte Amplitude des 
Punktes Pyyj_1) usw. Es sind nun 
durch die Gleichungen (1) und 
(2) jeder Amplitude Ur; (Uy) 
zwei komplexe Zahlen V;; und 
Viz (Ve und Vz) zugeordnet. Diese 
kann man in einer komplexen 
Ebene, die in der Figur zu- Vago ` > * 
sammenfallend mit der reellen 
X Y-Ebene gezeichnet worden ist, 
durch zwei vom Nullpunkt ausgehende Vektoren darstellen (die 
X-Achse ist die reelle, die Y-Achse die imaginäre Achse der kom- 
plexen Ebene). Es wird Y,;||U;, während Vx; durch Spiegelung von 
Vk; an der X-Achse entsteht. Wenn nun bei der oben erwähnten 
Drehung, welche wir mit Dp andeuten, der Punkt P,; die um 22/p 
gedrehte Amplitude des Punktes P;g--ı, bekommt, so hat das auf die 
Größen Vain Vz; und Wx; offenbar den Einfluß, daß Vij —> êp Vig—w> 

Vk; > &p Veg-m Wr; > Wieg—y, wo 

2in 

per, 


Y 


Fig. 2. 


weil bekanntlich in der komplexen Ebene eine Drehung um 22/p 
eine Multiplikation mit &, bedeutet. Aus der Figur sieht man deutlich, 
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daß eine Drehung im positiven Sinne für Vp; eine Drehung im nega- 
tiven Sinne für Vz; bedeutet, deshalb mußte für Vz; eine Multiplikation 
mit &,' vorgenommen werden. 

Es soll also das in den Variablen (1) und (2) geschriebene all- 
gemeine Gleichungssystem durch die Eigenschaft der Invarianz 
gegenüber den Substitutionen: | 

Vij > Ep Vig—vis Veg > Ep’ Vig—ni Wij > Wro- 
Vier > Ep Vys; Ve > Ep Vg ; Wi — Wy 
charakterisiert sein. 

Die hieraus hervorgehenden Verhältnisse kann man am besten 
überblicken, wenn man jetzt wiederum neue Variablen einführt, defi- 
niert durch: 

Ep = S vr Mi = S Vs =D Wij ef, | 

j=l j= j=1 (3) 
Evi = Vw; Ne (p—1) = Ve; brp = Wr, | 
wo der Index J die Werte 1...p durchlaufen soll. Diese 3s = 3 (pm + h) 
Variablen sind, wie man leicht nachprüfen kann, so gewählt, daß jede 
mit dem Index J behaftete Variable bei der Drehung D, mit &, mul- 
tipliziert wird, also bei der allgemeinen Drehung Dy mit ng Wir 
werden das in den Variablen (3) geschriebene allgemeine Gleichungs- 
system mit S andeuten. Es sei nun irgend eine Gleichung dieses 


Systems: 
SSS (us fe) + SDS (Geis err) = 0. (4) 
k l 5 k Li &Ẹ 

Dabei bedeutet >), daß zu jedem Term mit & zwei analoge Terme 


$ 
mit n und é gehören. Die Gleichung (4) transformiert sich durch 
die Operation DS” in: 
218 | 2 > arse + D D ovis Ser = 0. (5) 
k OS KOS 
Oder, wenn wir abkiirzend setzen: 


SSS ander + SS ae Ser = A, (6) 
k 5 es 


so folgt aus (5): 


Step Ar = 0. (7) 


Für jeden ganzen Wert des Exponenten n soll diese Gleichung mit 
denen des Systems S verträglich sein. Somit stehen hier p Gleichungen, 
die durch die Werte n = ],...p charakterisiert sind. Wir multi- 
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plizieren die nte Gleichung mit er(?-") (wo l gleich einer der ganzen 
Zahlen 1,...p ist), addieren alle Gleichungen (7), und wis bekommen: 


S Sager a =o, 


oder 5 (8) 
24 See — Q. 
l=1 w=] 
Die Summe nach n ist aber nur von Null verschieden, wenn l = 7’; 
in diesem Fall ist sie gleich p. Folglich ergibt die Gleichung (8) 
das einfache Resultat: Ay .p = 0. 


Weil 7 beliebig ist und dieselben Werte durchläuft wie l, können 
wir sagen A; = 0, oder mit Rücksicht auf (6): 


>) Danin + DI D arief = 0 (9) 
Fer ko: 


für jeden zulässigen Wert von l (l = 1,... p). Das bedeutet aber, daß 
sich die Gleichung (4), von der wir ausgegangen sind, in p Gleichungen 
spalten läßt, deren jede nur noch die Variablen mit einem bestimmten 
Index l enthält. Was hier mit der speziellen Gleichung (4) vor- 
genommen wurde, kann man mit allen Gleichungen des Systems S 
machen. Jede Gleichung läßt sich spalten, und man bekommt schließ- 
lich nur noch Gleichungen vom Typus (9). 

Damit sind wir zu dem wichtigen Ergebnis gelangt, daB das 
System S sich spalten läßt in p Teilsysteme Sı... Sı... Sp von 
der Art, daß jedes System S, nur die Variablen mit dem Index J enthält. 
Man sieht leicht, daß jedes System $; aus genau so viel Gleichungen 
gebildet ist, wie die Anzahl der Variablen mit dem Index 1 beträgt. 

Setzen wir diese Teilsysteme mit den zugehörigen Variablen in 
einem Schema zusammen, so bekommen wir für p > 2: 


System | l 8, Sy | 7 | f S; | (35) 
Variablen - fi Hs oo oe | a ge "eq 
| Ski Sk’ Ske kl kq 
u wka sm sm i 
System | Sy 1 Sy —2 | S S 


£ E F 
Sk (p—1) k(p—1) | Skp "kp 


i Sk (p —) Mk (p —2) | Skip —2) Uk(p —2) 
Variablen - > 


Skip —0 ok (p —2) —1) Ne (p—1) Skp Sep 


Anzahl \ | 
der Variablen f oun 3m 8m +h smth 


e 
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Dabei bedeutet, fiir den Fall p = gerade, q = 5p. Für p un- 
gerade tritt das System S, nicht auf, was durch die Klammern 
angedeutet worden ist. 

Ist p = 2, so gibt es in S, die (3m +2%) Variablen Eki, Mei, 
Ekis Ern und Nki» in Sa die (3m +h) Variablen Ekas 725 Ce und CK’. 
Den Fall » = 1 haben wir von vornherein ausgeschlossen. 

Wir bezeichnen die Determinanten der Koeffizienten der Systeme 
Sice- Si... Sp mit 41...41... dp. Jedes System S, ergibt nur dann 
eine von Null verschiedene Lösung für die darin auftretenden Varia- 
blen, wenn œ? eine Wurzel der Gleichung 4; = 0 ist. Ist daher 
@,2 als Wurzel einer bestimmten Gleichung 4, = 0 gewählt, so 
wird dieser Wert im allgemeinen den anderen Gleichungen 4, = 0, 
.A-ı=0, Arı=0, ... Ap = 0 nicht genügen, und daher 
müssen die Variablen der zugehörigen Systeme Sı, ...S-1n Sı+1 
... Sp gleich Null gesetzt werden. Eine Ausnahme bildet jedoch der Fall, 
wenn @,2 auch eine Wurzel einer der anderen Determinantengleichungen 
ist. Man sieht daraus, daß es unbedingt nötig ist, die mehrfachen 
Wurzeln der Systeme $; zu untersuchen. Diese sind nun auch wirklich 
vorhanden. Um das einzusehen, bemerken wir, daß, wie man sofort aus 
den Gleichungen (3) ableiten kann, die in den Systemen &;... Sp auf- 
tretenden Variablen je . zwei zueinander konjugiert sind, nämlich 
(Erps kp) (Er Neal (Eris Neon) (Eris Erp —d) (Eris Nkp—1))s 
während kp, Sy» und gg reell, also zu sich selbst konjugiert sind. 
Das heißt: es sind jedesmal sämtliche Variablen eines 
Systems & konjugiert zu den Variablen des Systems 9-1; 
in den Systemen S, und, wenn vorhanden, S,, ist jede Variable zu 
einer Variable desselben Systems konjugiert. Daraus können wir 
nun weiter schließen, daß auch die Koeffizienten zweier konjugierter 
Variablen in & und $,_ı zueinander konjugiert sein müssen. Man 
kann sich nämlich das Entstehen zweier einander zugeordneter Glei- 
chungen aus ©, und S,_, folgendermaßen denken: Es ist irgend eine 
Gleichung (œ) des ursprünglichen Systems (also geschrieben in den 
Variablen Uxj2, Uxjy usw.) mit Hilfe der Beziehungen (1), (2) und 
(3) auf die neuen Variablen &%1, NYxı usw. transformiert worden. Da 
in (œ) nur reelle Größen eine Rolle spielen und & und p—y 
konjugierte Funktionen sind, so müssen in der transformierten Glei- 
chung (ß) die Koeffizienten der Größen &. und Nrcp-—ı, konjugiert 
sein. Aus (ß) entstehen aber die Gleichungen der Systeme 9; und 
S,—1 durch einfache Spaltung, ohne jede Änderung der Koeffizienten. 
Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Es sind also die Deter- 
minanten 4, und 4p—ı aus lauter konjugierten Größen gebildet. Da 
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diese Größen Funktionen von œ? sind, kann man die Gleichungen 


4, = 0 und S,-ı = 0 in der folgenden Form schreiben: 
D (0?) + i P (03) = 0 
und @ (2) — i P (03) = 0, 


wo ® und # reelle Funktionen sind. Man weiß aber aus der physi- 
kalischen Natur des Problems, daß diesen beiden Gleichungen nur 
reelle Wurzeln genügen können (weil wir stabiles Gleichgewicht 
vorausgesetzt haben). Es sei nun @,? eine Wurzel der ersten Glei- 
chung. Weil ®,2, ® und & reell sind, wird ®(@,2) = 0 und P(w,?) 
= 0. Das heißt aber: @,? ist auch eine Wurzel der zweiten Glei- 
chung. Die Gleichungen I, = 0 und S,-ı = 0 haben also 
dieselben Wurzeln. Damit haben wir verschiedene Doppel- 
wurzeln gefunden. Es gibt noch eine mehrfache (und zwar sechs- 
fache) Wurzel, die zusammenhängt mit der Möglichkeit, das ganze 
Punktsystem einer beliebigen Translation oder. Rotation zu unter- 
werfen. Es ist aber zweckmäßig, dies erst nachträglich zu berück- 
sichtigen. Wenn wir also vorläufig nur mit den einfachen und 
Doppelwurzeln rechnen, so können wir jetzt die verschiedenen Lösungen 
der Systeme S,...£,...S, angeben. Diese zerfallen im allgemeinen 
in vier Gruppen: 


A. Es ist J, = 0, und sämtliche Variablen aus Sı... Si... Sp—1 
verschwinden. Das gibt (3m + h) einfache Frequenzen. 


B. (Nur für den Fall p = gerade.) Es ist Jd, = 0, und es 
verschwinden die Variablen aus S,...8,-1, Sg41, ..-Sp. Das gibt 
3m einfache Frequenzen, wenn p>2, und (3m-+ 2h) einfache 
Frequenzen, wenn p = 2. 

C. (Nur für p> 2.) Es ist J, = J,_, = 0, und es verschwinden 
die Variablen der Systeme S3... Sp—2, Sp. Das sind (3m + h) 
Doppelfrequenzen. 

D. (Nur für p> 4.) Es ist A = J,_, = 0 (für Werte von J, 
die nicht gleich 1, p— 1, p oder q sind), und es verschwinden die 
Variablen aus S,-..S;-1, Siti, --»Sp—i1—1, Sp—14i1, «Sp: Das 
gibt für jedes Wertsystem (l, p—Jl) 3m Doppelfrequenzen. 

Wir werden diese verschiedenen Lösungen der Reihe nach 
betrachten. 


A. Wie gesagt, müssen hier die Variablen aus S... Sp—ı ver- 
schwinden. Das gibt 3m(p—1)+ 2h Bedingungen, nämlich: 
Ser = Mer = Ser = 0 (UE p); Eri = neo- = 0. 


Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 94 


332 C. J. Brester, 


Diese sind gleichwertig mit den folgenden Bedingungen: 


Er |e A Be — go? y, 
Ep kl = êp k2 = s.. = Ep Vij = ... = Ep kp» 
Ep Vki == Ep Vka = ER une Ep Vij == re Ep Vk p 5 (10) 


Wii = Wig ss = Wi; 
Vp = 0; Vč = 0) 


kp» 


Wenn man nämlich aus diesen Gleichungen z. B. die Größe £, 
berechnet, so findet man unter Berücksichtigung von (3): 


p p 
m = Biel? Vip? 1 Se 
j=1 j=l 
Das ist tatsächlich Null für jeden Wert von l, ausgenommen für 
l = p. Ebenso findet man nxı = 0 und xı = 0 (lp), genau den 
erstgenannten Bedingungen entsprechend. 


Man kann nun die Gleichungen (10) sehr einfach geometrisch 
deuten. Weil nämlich Viz; = Ep Vka —1), entsteht der Vektor Vg; durch 
eine Drehung Dp aus dem Vektor Vi;;_1. Da die Vektoren Vy; 
parallel sind zu den Komponenten senkrecht zur Z- Achse der Ampli- 
tuden U;,;, und da nach (10) die Z-Komponenten dieser Amplituden 
für je p zusammengehörige Punkte Pxı... Prp gleich sind, gilt auch 
für die Amplituden, daß Uz; durch die Drehung Dy aus Uy ~1) 
entsteht. Man erhält also eine Art Schraubenbewegung. Die 
Punkte Py schwingen nach (10) in der Richtung der Z- Achse. Die 
(3m-+h) Schwingungen dieser Art haben die Eigenschaft, daß der 
Symmetriecharakter des Punktsystems während der ganzen 
Bewegung erhalten bleibt. Man kann allgemein beweisen, daß 
es immer solche Schwingungen gibt (wenn s > 1). 


B. In diesem Falle finden wir die folgenden 3m(p—1)+3h 
Bedingungen: &%1 = xi = 41 = 0 (L Æ g); Eri = Non = Sep 
= 0 [ist aber p = 2, so gibt es nur (3 m + h) Bedingungen, nämlich 
Exo = Nka = k2 = Ewe = 0]. 


Diese kann man wieder ersetzen durch die folgenden: 


u = =a =n en —p 
* — * oe = p * 
Wri = _ — Wra a ees = — kps 


(Ve = 0; Ve = 0); Wy = 0. 


Die eingeklammerten Bedingungen gelten nur, wenn p > 2. 
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Der Beweis ist leicht, denn berechnet man Z. B. &;, so findet man: 
Eri = Vip(—ep H Ep — +8) 


und das ist nur von Null verschieden, wenn 1 = q = jp. In ähn- 
licher Weise beweist man auch, daß (11) zu den Bedingungen hki 
= fy. = 0 (LÆ q) führt. 

Auch diese Schwingungen B kann man nun geometrisch deuten. 
Betrachtet man nämlich von p zusammengehörigen Punkten Pı... 
Prj...Prp diejenigen mit geradem Index j, so sieht man, daß die 
Symmetrie der Konfiguration dieser Punkte bei der Schwingung 
erhalten bleibt. Dasselbe gilt für die Punkte mit ungeradem Index j. 
Die ganze Schwingungsform wird einfach aus dem Fall A abgeleitet, 
wenn man das Vorzeichen der Amplituden der „ungeraden Punkte“ 
umkehrt. Wenn p > 2, so sind die Punkte auf der Z-Achse in 
Ruhe; ist p = 2, so schwingen dieselben senkrecht zur Z- Achse. 


C und D. Die Schwingungen müssen in diesen Fällen den 
folgenden Bedingungen genügen: 


Erv = mer = bkr = 0 (VFI, UF p—)); 
Sep = 0. 


Für den Fall D kommen noch die 2h Bedingungen rı = ne p—1) 
hinzu. Außerdem gilt 4ı = 0; I,-ı = 0. 


Es sei nun zunächst eine Bemerkung hinsichtlich der Anzahl 
dieser Gleichungen gemacht. Die Bedingungen (12) ergeben 
3m(p—2)+h bzw. 3m(p—2)+ 3h Gleichungen. Die Determinanten- 
gleichungen J, = 0 und J,_,= 0 ergeben 3m +h— 1 bzw. 3m—1 
Bedingungen fiir die Ann nenn aen wenn man für œ? eine 
Wurzel der betreffenden Gleichung eingesetzt hat. Die Gesamtzahl 
der Bestimmungsgleichungen für die 3(pm + h) — 1 Verhältnisse der 
Amplitudenkomponenten wird daher 


3m(p—2)+h+ 2(3m+h—1) = 3(pm+h)— 2, 
3m(p—2)4+3h+2(3m—1) = 3(pm+h)—2, 


also immer 1 zu wenig. Die Schwingungsform ist daher nicht 
bestimmt; zu jeder Doppelfrequenz C oder D gehört eine unend- 
liche Anzahl von Schwingungsformen !). 


(12) 


bzw. 


1) Nach einem allgemeinen Theorem aus der Determinantentheorie tritt 
diese Erscheinung immer bei mehrfachen Wurzeln auf. Vgl. Kowalewsky 
Einführung in die Determinanten-Theorie. 
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Wir werden nun zeigen, daß man die Gleichungen (12), die diese 
Schwingungsformen bestimmen, durch die folgenden ersetzen kann: 


U ae Me Ver o 
Akies Fhia lae ages a TR Anse > 
Da aiaee Mn eee) en 
Mere A pee + ged u 7 Ue ee li) (13) 
> lie: vun Wej 0 _L._ Wi» 
Ve1Ep + Vraêp an Veen + Vroeg” So vee? "+ Vrap ot 


(Vy = 0, Ve = 0); Wp = 0. 


Die eingeklammerten Bedingungen gelten nur fiir den Fall D. 
Die Größen Axı, Axo, Uki, Uke, Vkı und vr, sind beliebige Parameter. 
Da es nur auf die Verhältnisse Api: Apo, Uni: Uka und Vki: Vga ankommt, 
gibt es deren im ganzen 3m. Denkt man sich dieselben aus (13) 
eliminiert, so bleiben noch 

3m(p—1)+h—3m =3m(p—2)+h 
bzw. 

3m(p—1)4+3h—3m = 3m(p—2)+ 3h 
Gleichungen übrig, in Übereinstimmung mit der Anzahl der Glei- 
chungen (12). Das System (13) ist invariant gegenüber der Substi- 
tution l? —> p—lI, denn diese bewirkt nur eine Vertauschung der 
Parameter A;,; und Åga usw.; werden die letzteren eliminiert, so muß 
das Ergebnis schließlich dasselbe sein. Die Gleichungen gelten daher 
immer für ein bestimmtes Wertsystem (l, p — l), wie es nach (12) 
auch sein muß. 

Wir berechnen nun z. B. xy aus (13) und (3): 

p 1. jü+) 2 j(—l +1) ens 
be = Ble ee pen 


g=1 
Vp jU 4D a jw- 
Laer > Ep + dna E } 
= F Ani + Ara = j=1 
Dies ist tatsächlich immer Null, ausgenommen für V =l und 


l’ = p—l, in Übereinstimmung mit (12). Ebenso kann man zeigen: 
nke = Sky = 0 (UHI; $p—N). Damit ist aber die Gleichwertig- 
keit der Gleichungen (12) und (13) bewiesen. 

Da es, wie gesagt, zu jeder Doppelwurzel o? unendlich viele 
Schwingungsformen gibt, ist eine allgemeine einfache geometrische 
Beschreibung derselben, wie bei den einfachen Schwingungen, nicht 
möglich. Dazu wäre eine eingehende Besprechung der Gleichungen 
(13) notwendig; da diese Rechnungen für das Hauptziel: die Bestim- 
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mung des elektrischen Moments, nicht erforderlich sind, werden wir 
hier von einer solchen Besprechung absehen. 

Das elektrische Moment einer Eigenschwingung wird nun 
definiert als Vektor M, dessen Komponenten Mz, My und M, gegeben 


sind durch: 
Wp > > Ck Uk jx + >> er Up xs 
; - 
M, = > D erUrjy t > er Ux y, (14) 
J 
M, = D D e Ue 5+ D ev Ur, 
j + 


wenn die elektrischen Ladungen der Partikel P; durch ex, die der 
Partikel Py durch ey dargestellt werden. Wir müssen nun diese drei 
Komponenten für jede der Schwingungen A, B, C und D berechnen. 
Zu dem Zwecke formen wir (14) mit Hilfe der Gleichungen (1), (2) 
und (3) um und finden: 


1 l 
M: = > > ex (Ek: + Non) + 7 > er (en + Nep-n)> 
1 1 
M, = 9; = er (Eki — Ne(p—1)) + 5; = ew (Ex — Ne (p—1) (15) 


M, = De Skp + > er Eep: 
Für die Schwinguugen vom Typus A gilt nun: 
Eri = Neri = Ser = 0 (LÆ p); Eri = Neg- = 0. 
Die Gleichungen (15) ergeben nun sofort: M, = M, = 0; M, + 0. 

Ebenso findet man für die Schwingungen vom Typus B: 
M, = M, = M, = 0, wenn p > 2. Ist aber p = 2, so wird nur 
M, = 0, während M, und M, von Null verschieden sind. 

Die Schwingungen vom Typus C sind nach (12) charakterisiert 
durch: ı = m = rı = 0 (l 1; T #p— l1); wp = 0. Es wird 
also nach (15): M, = 0, aber die Komponenten M, und M, sind im 
allgemeinen von Null verschieden. 

In gleicher Weise findet man für die Schwingungen vom Typus D, 
daß M, = M, = M, = 0. 

Zusammenfassend können wir sagen: Die 3(pm + h) Schwin- 
gungen des betrachteten Punktsystems lassen sich nach ihrer Art 
in vier Gruppen zerlegen: 

A. (3m+h) aktive, einfache Schwingungen, mit einem 
elektrischen Moment in der Richtung der Symmetrieachse. Die Schwin- 
gungsform wird durch (10) bestimmt. 
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B. (Nur für p gerade.) Ist p>2, so gibt es 3m inaktive, 
einfache Schwingungen, deren Schwingungsform durch (11) be- 
stimmt ist. 

Ist p = 2, so gibt es (3m + 2h) aktive, einfache Schwingungen. 
Das Moment steht senkrecht zur Z- Achse, für jede Schwingung in 
einer bestimmten Richtung. 


C. (Nur für p > 2.) Es gibt (3m+h) aktive Doppel- 
schwingungen. Jede Doppelfrequenz gibt unendlich viele Schwin- 
gungsformen, die durch (13) bestimmt sind. Das elektrische Moment 
steht senkrecht zur Symmetrieachse und kann übrigens jede beliebige 
Richtung haben. 

‘ n, p—4 p—3 

D. (Nur fiir p > 4.) Es gibt —g dm oder 5 -3m (je nach- 
dem p gerade oder ungerade ist) inaktive Doppelschwingungen. 
Die Schwingungsformen sind wiederum gegeben durch (13). 


Bei der Ableitung dieser Resultate hat es sich als notwendig 
erwiesen, die mehrfachen Wurzeln der Determinantengleichungen 
genau zu berücksichtigen. Außer den Doppelwurzeln gibt es noch 
eine mehrfache Wurzel, deren Einfluß wir jetzt untersuchen wollen. 
Wenn wir nämlich das ganze Punktsystem einer beliebigen Trans- 
lation oder Rotation unterwerfen, so kehrt es nicht zu seinem ur- 
sprünglichen Zustand zurück. Man kann dies auch so auffassen, daß 
es „mit der Frequenz Null“ um die ursprüngliche Lage „schwingt“. 
Die Wurzel œ? = 0 ist darum für das Gleichungssystem S sechs- 
fach. Weil die Translationen und Rotationen an sich für uns belanglos 
sind, haben wir diesen Umstand bisher absichtlich nicht berücksichtigt. 
Wenn wir aber wirkliche, nicht-entartete Schwingungen suchen, so 
müssen wir bedenken, daß zu den soeben aufgezählten Schwingungen 
immer einige spezielle Translationen und Rotationen gehören. Es ge- 
hört z. B. die Translation in der Z-Richtung zum Typus A, die Trans- 
lationen senkrecht zur Z-Richtung bilden eine „Doppelschwingung“ 
vom Typus C usw. Für die Anzahl nicht-entarteter Schwingungen 
findet man nun: 

A. 3m+h—2, 
B. 3 m, 
wenn p > 2: C. 3m+h—2, 


D. = m(p—4) oder = m(p — 8), 


A. 3m+ h— 2, 


wen p=2: | B. 3m +2 —4. 
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Damit ist die in der Einleitung erwähnte Aufgabe für die end- 
lichen zyklischen Systeme gelöst. Die Lösung für die übrigen 
27 Symmetrieklassen wurde vom Verf. in seiner Dissertation gegeben. 


82. Unendliche Raumgitter. Die Möglichkeit, die bei den 
endlichen Punktsystemen erhaltenen Resultate in einfacher Weise für 
die unendlichen Raumgitter zu verwerten, beruht im wesentlichen 
auf zwei Tatsachen: erstens die formelle Übereinstimmung der Schwin- 
gungsgleichungen, und zweitens das Gesetz des Isomorphismus der 
Raumgruppen mit den Punktgruppen. 

Was die Übereinstimmung der Schwingungsgleichungen betrifft, 
sei folgendes bemerkt: Nach M. Born!) kann man ein beliebiges 
Kristallgitter in folgender Weise aufbauen: Von einem Punkte O 
aus denkt man sich drei, nicht in einer Ebene liegende Vektoren a,, 
a3, Ag Das durch diese Vektoren aufgespannte Parallelepipedon 
heißt „Elementarzelle“ oder kurz „Zelle“. In dieser Zelle befinden 
sich s Partikeln, die die „Basis“ bilden. Das ganze Gitter entsteht 
dadurch, daß man die Basis allen Translationen unterwirft, die durch 
ganzzahlige Vielfache der Vektoren a,a,a3 charakterisiert werden. 
Man erhält in dieser Weise ein unendliches Punktsystem, und dieses 
kann unendlich viele Eigenschwingungen ausführen. Nun ist aber 
klar, daß sämtliche Partikeln, die aus einer bestimmten Partikel durch 
die soeben erwähnten Translationen hervorgehen, im Kristall voll- 
kommen gleichwertig sind. Fällt nun auf den Kristall eine lang- 
wellige, polarisierte Strahlung, die wir, wie gesagt, als homogenes, 
elektrisches Wechselfeld auffassen können, so werden gleichwertige 
Punkte auch in vollkommen gleicher Weise beeinflußt, und diese 
müssen demnach genau dieselben Bewegungen ausführen. Es haben 
also nur diejenigen Eigenschwingungen des unendlichen Gitters phy- 
sikalische Bedeutung, bei welchen die Amplituden gleichwertiger 
Punkte gleich sind. Man darf sich diese Punkte starr verbunden 
denken zu einem „einfachen Gitter“. Nach dieser Auffassung ist 
das ganze Raumgitter aus s einfachen Gittern gebildet; wir bezeichnen 
diese mit P; (k = 1...s). Das ganze Raumgitter kann nun 3s Eigen- 
schwingungen ausführen, die, wie Born gezeigt hat, bestimmt werden 
durch 3s homogene, lineare Gleichungen zwischen den Amplituden- 
komponenten U;,, Ug, und Ux, dieser einfachen Gitter Pf. Die 
Koeffizienten sind lineare Funktionen von w% Alles in weitgehender 
Übereinstimmung mit den Gleichungen, welche die 3s Schwingungen 
eines aus s Punkten P, gebildeten endlichen Systems bestimmen. Es 


1) lie. 
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fragt sich, ob man vielleicht diese Ähnlichkeit zur Lösung unseres 
Problems benutzen kann, in der Weise, daß man zu jedem aus s ein- 
fachen Gittern bestehenden Raumgitter ein aus s Punkten zusammen- 
gesetztes äquivalentes Punktsystem sucht, das dieselben Schwin- 
gungsformen zeigt wie das Gitter. Damit ist gemeint, daß zu jeder 
Schwingung des Gitters eine Schwingung des äquivalenten Systems 
gehört von der Art, daß die durch die Symmetrie bedingten Be- 
ziehungen zwischen den Amplitudenkomponenten der s Punkte einer- 
seits dieselben sind wie die der s einfachen Gitter andererseits. Wir 
werden nun zeigen, daß es ein solches äquivalentes System immer 
gibt, und daß es die Operationen der mit der räumlichen Gruppe des 
Gitters isomorphen Punktgruppe zuläßt. 

Wir betrachten also ein Raumgitter, zusammengesetzt aus s ein- 
fachen Gittern Pf. Die Basispartikeln seien Py. Die räumliche Gruppe 
des Gitters sei I‘, die mit I’ isomorphe Punktgruppe sei G. Wir 
nennen I}, diejenige Untergruppe von I, die das einfache Gitter P% 
in sich selbst transformiert, und G, die mit I; isomorphe Punkt- 
gruppe. Wir werden versuchen, das äquivalente Punktsystem mit 
den Partikeln P, aufzubauen. Die Lage der Partikel P, wird pun 
so bestimmt, daß sie gegenüber G, invariant ist, übrigens beliebig. 


Es seien nun: Mi Min Mp usw. 
die Operationen von I, die Pj in P% überführen; deren gibt es un- 
endlich viele. Die isomorphen Punktoperationen seien: 

| My, Mi, Mi, usw. 
Wendet man diese auf P, an, so könnte man erwarten, daß dadurch 
verschiedene Punkte P,, P2, Pa usw. entstehen. Wir werden aber 
zeigen, daß diese alle zusammenfallen. Um das einzusehen, bemerken 


wir, daß offenbar gilt: fisi 
Mig Die = £ | 


Mio’ Mie == Ra J 
wo %, und %, Operationen von I und T, sind. Daraus leitet man 
leicht ab: Mig = L Mo & (17) 


Nach dem Gesetz des Isomorphismus für die Zusammensetzung be- 
liebiger Operationen !) müssen dieselben Beziehungen auch für die 
isomorphen Operationen gelten. Man findet also neben (16) und (17): 
Me Ma = Lo, | (18) 
My, = L, Me Lp. (19) 


(16) 


1) Siehe A. Schönflies, 1. c., S. 346. 
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Da Mi.’ = M,,, besagt die Gleichung (18), daß der Punkt P, durch 
die Operation L, in Pg übergeht. Aus (19) leitet man jedoch ab, 
da P, durch L, nicht geändert wird, daß P, bei derselben Opera- 
tion L, invariant ist. Dies ist nur gleichzeitig möglich, wenn Py = Pa. 
Damit ist gezeigt, daß sämtliche Operationen 

Mi» Mi, Myo... usw. 


den Punkt P, in einen ganz bestimmten Punkt P, überführen. 
Es seien nun P5, Pr... Pň die einfachen Gitter, die durch irgend- 
welche der anderen Operationen von I’ aus Pi entstehen (es ist 
n < s). Zu diesen Punkten gehören im endlichen System die völlig 
bestimmten Punkte P} P,...Pn, die genau in derselben Weise aus 
P, abgeleitet werden, wie wir es für P, dargetan haben. Im all- 
gemeinen ist nun aber n<s, d.h. es gibt noch mehrere Systeme 
von einfachen Gittern, deren Elemente sich bei den Operationen von 
I" miteinander vertauschen. Da die Elemente eines jeden Systems 
sich nie mit denjenigen eines anderen Systems vertauschen, sind die- 
selben voneinander unabhängig und man kann bei jedem genau so 
vorgehen, wie wir es bei den einfachen Gittern Py... P gemacht haben. 


Man sieht nun leicht, daß das in dieser Weise aufgebaute end- 
liche Punktsystem den Voraussetzungen genügt. Erstens hat es die 
Symmetrieelemente der Gruppe G. Ist nämlich M» eine Operation 
von I, die das einfache Gitter Pf in das einfache Gitter P% über- 
führt, so gilt: 

Wher = Wher Mes (20) 
also gilt auch: 
Myx = My, Miw, (21) 


d. h. die mit Mr» isomorphe Operation M,, führt den Punkt Px in 
Py über. 

Es bleibt noch zu zeigen, daß die Schwingungen des in dieser W cise 
definierten Punktsystems wirklich mit den Gitterschwingungen über- 
einstimmen. Die letzteren werden bestimmt durch 3s homogene, 
lineare Gleichungen zwischen den Amplitudenkomponenten Uj, Uķy, 
Ux, der einfachen Gitter P% Es soll nun im Gitter der Einfluß 
irgend einer Deckoperation W;r untersucht werden. Man findet erstens 
gewisse Vertauschungen der einfachen Gitter, nämlich Pf — Pi usw. 
Gleichzeitig findet man gewisse Übergänge zwischen den Amplituden- 
komponenten, die man ganz allgemein schreiben kann in der Form: 


Uk x > f (Uk z, Uk ys Uh), 


UF y —> g (Uk z, Uk y, Uk 2), (22) 
Uk: — h (Uk z, Uk ys Uk 2) 


340 C. J. Brester, 


wo f, g und h lineare, homogene Funktionen sind. Wir suchen nun 
im endlichen System den Einfluß der mit Myx isomorphen Opera- 
tion Myy. Nach (21) findet man dabei Pk — Py. Die Übergänge 
zwischen den Amplitudenkomponenten Uxs usw. werden nun aber 
durch genau dieselben Ausdrücke bestimmt wie beim Gitter: 


Uks —> f (Ua; Uw y, Urs); 
Uky —> g (Uwe, Ury, Uns), (23) 
Uks —> h (Una Ur y, Uk z). 


Das folgt nämlich aus der Haupteigenschaft isomorpher Operationen: 
für zwei isomorphe Operationen sind die Symmetrieachsen und Ebenen 
parallel, die Drehungswinkel gleich, und nur diese Elemente be- 
stimmen die Form der Funktionen f, g und h. Man muß nun In- 
varianz der allgemeinen Schwingungsgleichungen gegenüber den Sub- 
stitutionen (22) bzw. (23) fordern. Da diese Gleichungen, wie gesagt, 
für das Gitter und für das endliche System von gleicher Form sind, 
muß das Ergebnis bei Anwendung der identischen Substitutionen (22) 
und (23) auch dasselbe sein. Damit ist die Äquivalenz des Raum- 
gitters mit dem endlichen Punktsystem erwiesen. 


Wir sind nun in der Lage, für jedes beliebige Raumgitter die 
Schwingungen auf die eines endlichen Punktsystems zurückzuführen. 
Dabei kann man aber noch auf folgende Schwierigkeiten stoßen: 
Das endliche System ist so definiert, daß es jede Operation der 
Gruppe G zuläßt. Es ist aber möglich, daß es außerdem andere 
Deckoperationen zuläßt, die nicht mit einer Operation von I’isomorph 
sind. Diese sind aber für unser Problem unwesentlich und müssen 
außer Betracht gelassen werden. 


Eine zweite Schwierigkeit ist die folgende: Es kann sich beim 
Aufbau des äquivalenten Systems als notwendig erweisen, mehrere 
Punkte an derselben Stelle anzunehmen. Daß dies physikalisch un- 
wirklich ist, schadet natürlich nichts, denn das äquivalente System ist 
ja nur ein Hilfsbegriff, von dem man keine physikalische Existenz 
vorauszusetzen braucht. Und gedanklich ist dem nichts entgegen, 
sich an derselben Stelle mehrere Punkte zu denken. Immerhin wird 
damit eine Verallgemeinerung der endlichen Systeme zugelassen, die 
bisher stillschweigend als unmöglich betrachtet wurde. Das führt 
nun zu der Frage, inwiefern diese Einschränkung das Ergebnis beein- 
flußt. Das Wesentliche ist offenbar folgendes: bisher konnten wir 
als selbstverständlich voraussetzen, daß irgend eine Operation, die einen 
Punkt geometrisch invariant läßt, auch die physikalische Partikel, die 
sich an der Stelle befindet, in sich selbst überführt. Gibt es aber 
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mehrere Partikeln in demselben Punkte, so braucht dies nicht mehr 
richtig zu sein. In vielen Fällen ist die frühere Voraussetzung noch 
gültig, und es bleiben die Resultate richtig. In den anderen Fällen 
muß eine kleine Revision der Formeln vorgenommen werden, die sich 
aber in jedem Fall sehr einfach gestaltet. 

§ 3. Ergebnisse und Vergleich mit der Erfahrung. Die 
in den vorigen Paragraphen skizzierte Theorie kann durch Beob- 
achtungen über die Reflexion ultraroter Strahlung an Kristalloberflächen 
geprüft werden. Dazu ist es nötig, einen Kristall zu wählen, dessen 
Gitterstruktur genau bekannt ist, und dessen Reststrahlen im ganzen 
ultraroten Spektrum bestimmt worden sind. Es gibt nur wenige 
Kristalle, die diesen Forderungen genügen. Als charakteristisches 
Beispiel wählen wir den Kalkspat, CaCO;: die Gitterstruktur wurde 
nach verschiedenen Methoden bestimmt und darf hier als bekannt 
vorausgesetzt werden; die Reflexionsmaxima für ultrarote Strahlung 
wurden im kurzwelligen Gebiet von Cl. Schaefer und M. Schubert), 
im langwelligen Gebiet von Th. Liebisch und H. Rubens?) be- 
stimmt. Im kurzwelligen Gebiet war es möglich, mit der Spektro- 
metermethode zu arbeiten und sehr zuverlässige Resultate zu erhalten. 
Im langwelligen Gebiet mußte man jedoch die Reststrahlmethode an- 
wenden und sich mit ziemlich unvollständig festgelegten Kurven 
begnügen. 

Wir wollen nun das Ergebnis der Theorie für den Fall des 
Kalkspats angeben. In jeder Zelle befinden sich zwei ,Molekeln“ 
CaCO,, also 10 Ionen: es ist s = 10. Die Kristallklasse des Kalk- 
spats wird bekanntlich durch die Gruppe S% definiert: es gibt eine 
sechszählige Drehspiegelungsachse, drei zweizählige Achsen gewöhn- 
licher Symmetrie senkrecht zu dieser, und drei Symmetrieebenen durch 
die Drehspiegelungsachse. Wenn man nach der Methode des vorigen 
Paragraphen das äquivalente Punktsystem sucht, so findet man folgendes: 
Ein von den sechs Sauerstoffatomen P,... Pıo gebildetes reguläres 
Sechseck mit zwei Atomen Calcium P, und P, und zwei Atomen 
Koblenstoff P, und P, im Zentrum’). Die Theorie der endlichen 
Punktsysteme, mit einer kleinen Modifikation rücksichtlich der Punkte 
im Zentrum, ergibt nun für dieses System die folgenden Schwingungs- 
möglichkeiten, die obne weiteres auch für den Kristall gelten ®): 

1) Cl. Schaefer u. M. Schubert, Ann. d. Phys. (4) 50, 283, 1916; ZS. f. 
Phys. 7, 297, 309, 313, 1921 usw. 


2) Th. Liebisch u. H. Rubens, Berl. Ber. 1919, 8. 198 u. 876. 
3) Dieses System hat also wirklich eine höhere Symmetrie, als der Gruppe Su 


entspricht; siehe den Schluß des vorigen Paragraphen. 
4) Vorläufig ohne Berücksichtigung der Nullfrequenzen. 


pakse T = 
a me 
. 


wwe a 2 
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I. Eine inaktive, einfache Schwingung. Die Ca- und die C-Atome 
ruhen, während die O-Atome radial und senkrecht zur Z-Achse schwingen, 
in der Weise, daß dieselben zu jeder Zeit gleich weit von der Z-Achse 
entfernt sind. 


IJ. Drei inaktive, einfache Schwingungen. Die Ca-Atome ruhen; 
die C-Atome schwingen in der Z-Richtung gegeneinander. Die beiden 
O;-Gruppen (P, Ps P) und (PsP, Pio) führen eine Schraubenbewegung 
aus, mit der Z-Achse als Schraubenachse, und zwar so, daß der 
Rotationssinn gleich ist, die Translation aber entgegengesetzt. 


III. Zwei inaktive, einfache Schwingungen. Die C-Atome ruhen; 
die Ca-Atome schwingen in der Z-Richtung gegeneinander. Die O- 
Atome schwingen radial und senkrecht zur Z-Achse, und zwar 80, 
daß das Dreieck (P,P,P,) sich dehnt, wenn das andere Dreieck zu- 
sammenschrumpft, und umgekehrt. 


IV. Vier aktive, einfache Schwin- 
gungen. Die Ca- Atome schwingen mit 
gleicher Amplitude in der Z-Richtung; 
ebenso die C- Atome. Die O;-Gruppen 
führen Schraubenbewegungen aus mit ent- 
gegengesetztem Drehungssinn und gleicher 
Translationskomponente. 


V. Sechs aktive Doppelschwin- 
gungen. Hier gibt es unendlich viele 
Schwingungsmöglichkeiten. Wir erwähnen 

Fig. 3. beispielsweise die folgende, die ein Moment 

in der X-Richtung gibt: Die Atome P,, P,, 

P, und P schwingen in der X-Richtung, und zwar P, und P,, und 

gleichfalls P, und P, mit gleicher Amplitude. Die Ca-Atome P, 

und /, schwingen senkrecht zur Z-Achse: die Amplituden haben 

gleiche X-Komponenten und entgegengesetzte Y-Komponenten. Die 

Atome P; und P, schwingen mit gleicher Amplitude, ebenso P, und Pj. 

Die Amplituden der Atome P, und P, haben gleiche X- und ent- 
gegengesetzte Y- und Z-Komponenten. 


VI. Vier inaktive Doppelschwingungen, z. B.: die Ca-Atome ruhen; 
die C-Atome schwingen in der X-Richtung gegeneinander, ebenso die 
Atome P, und Ps. Die Atome P, und P, sowie die Atome P, und P,, 
schwingen mit entgegengesetzter Amplitude. Übrigens verhalten sich 
die Amplituden von P, und P, wie bei der unter V beschriebenen 
Schwingung. 
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Zum Vergleich mit der Erfahrung kommen nur die Schwingungen 
IV und V in Betracht. Nach Abzug der den Translationen entsprechenden 
Nulifrequenzen !) erhält man schließlich: 

Drei aktive Schwingungen mit elektrischem Moment parallel 
zur optischen Achse des Kristalls. 

Fünf Doppelschwingungen mit Moment senkrecht zur optischen 
Achse, übrigens aber beliebig. 

Nach der Theorie muß man also beim Kalkspat drei Reflexions- 
maxima für den außerordentlichen Strahl und fünf für den ordent- 
lichen Strahl erwarten. Nun haben Schaefer und Schubert im 
kurzwelligen Gebiet des ultraroten Spektrums (å< 20u) bei allen 
Carbonaten zwei Maxima für den ordentlichen Strahl und ein Maximum 
für den außerordentlichen g 


Strahl gefunden, die den 
inneren Schwingungen der Beri ae 
BEER EHRT IE ae a E 
mi ee = 


CO,-Gruppen zuzuschrei- æ% 
ben sind 2). 

Die Beobachtungen ° 
von Liebisch u. Rubens 
im langwelligen Gebiet 
(A>20u bis etwa 300 u) 


m a el 
PT NN Ie T Ne 
UN = 
sind in Fig. 4 eingetragen, i 

und die betreffenden pp || LLIN SS 
Punkte sind durch eine Fig. 4. 

möglichst glatte Kurve 

verbunden; a bezieht sich auf den ordentlichen Strahl, b auf den außer- 
ordentlichen Strahl. Die Wellenlängenskale ist logarithmisch gezeichnet. 
Beide Kurven zeigen zwei Maxima, die Kurve a außerdem noch die 
Andeutung eines dritten Maximums, bei etwa 55 u®). Die Erfahrung 


gibt also wirklich fünf bzw. drei Maxima im ganzen ultraroten Spektrum. 


1) Rotationen kommen auf Grund der Definition des einfachen Gitters hier 
nicht in Betracht. 

2) An und für sich ist das eine Bestätigung der Theorie der endlichen 
Punktsysteme. In erster Näherung darf man diese inneren Schwingungen als 
unabhängig vom Gitterverbande ansehen. Denkt man sich die CO;-Gruppe als 
gleichseitiges Dreieck, mit C im Zentrum, so hat man ein endliches System, 
mit der Gruppe Dk. Man findet nun eine Schwingung mit Moment senkrecht 
zur Ebene des Dreiecks, und zwei mit Moment senkrecht dazu, in Uberein- 
stimmung mit der Erfahrung. Auch die Gruppen mit vier O-Atomen, wie 80,, 
CrO, usw. zeigen die richtige Anzahl Reflexionsmaxima, wenn man sich die 
O-Atome in den Eckpunkten eines regulären Tetraeders angeordnet denkt. 

3) Beim NaNO,, das die gleiche Gitterstruktur hat, hat man sehr ähnliche 
Kurven gefunden. 
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Zum Schluß wollen wir noch auf eine merkwürdige Erscheinung 
hinweisen. Es haben sich nämlich die Maxima für den ordentlichen 
Strahl als doppelt herausgestellt!), während die Maxima für den 
außerordentlichen Strahl einfach sind. Man erklärt diese Tatsachen 
am einfachsten durch die Annahme, daß das den Rechnungen zugrunde 
gelegte Raumgitter nur eine erste Approximation des wirklichen 
Raumgitters darstellt. Man darf sich nämlich die Ionen eines Raum- 
gitters nicht als kugelsymmetrische punktförmige Partikel denken. 
In Wirklichkeit haben dieselben eine verwickelte Struktur, welche 
die gegenseitigen Kräfte um so mehr beeinflußt, je kleiner die Ent- 
fernungen der betreffenden Ionen sind, z. B. voraussichtlich in einer 
CO,-Gruppe. Man kann annehmen, daß eine CO,-Gruppe sich 
dadurch nicht genan als gleichseitiges Dreieck ausbilden 
kann; die Symmetrie wird dadurch herabgesetzt und die in $1 für 
einen speziellen Fall entwickelte Theorie gibt tatsächlich eine Ver- 
doppelung der Maxima, die den Schwingungen mit Moment senkrecht 
zur optischen Achse entsprechen. 


1) Allerdings hat man nur die drei ersten Maxima bei etwa 7 u, 14u und 
30 u untersuchen können, da man nach der Reststrahlmethode ein solches 
Doppelmaximum natürlich nicht auflösen kann. Es ist aber naheliegend, auch 
für die zwei anderen Maxima eine solche Spaltung anzunehmen. 
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Über die elektrischen und magnetischen Eigen- 
schwingungen dielektrischer und metallischer Kugeln. 
Von Cl. Schaefer und K. Wilmsen in Marburg (Lahn). 

Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 2. April 1924.) 


Nach der Methode von Barkhausen und Kurz werden kurze un- 
gedämpfte Wellen hergestellt und mit ihrer Hilfe die Beugung an 
dielektrischen und metallischen Kugeln untersucht. Auf diese Weise 
gelingt es, die Eigenschwingungen sulcher Kugeln experimentell an 
den sich aus der Theorie ergebenden Stellen nachzuweisen. 


In einer Arbeit von Mie!) über die Optik trüber Medien, worin 
diese unter der Voraussetzung abgehandelt wird, daß die im Lösungs- 
mittel eingelagerten Teilchen als kugelförmig angenommen werden 
können, wird die Theorie der Beugung elektromagnetischer Wellen 
an Kugeln beliebigen Materials entwickelt. In etwas anderer Dar- 
stellung findet man sie in der Arbeit Debyes?), die sich mit dem 
Lichtdruck auf Kugeln befaßt. In beiden Abhandlungen wird der 
Einfluß der sogenannten Eigenschwingungen auf die betrachteten 
Phänomene aufgewiesen. Die Intensität hinter (dielektrischen oder 
metallischen) Kugeln, auf die ebene, linear-polarisierte elektrische 
Wellen treffen, zeigt an den Stellen dieser Eigenschwingungen ganz 
eigentümliche Schwankungen. Diese weisen wir im folgenden experi- 
mentell nach mit Hilfe von kurzen elektrischen Wellen, wie man sie 
nach Barkhausen und Kurz?) mittels Elektronenröhren zu erzeugen 
vermag. 

Die Lösungen der in Polarkoordinaten r, 0, gm geschriebenen 
Maxwellschen Gleichung lassen sich als Ergebnis der Superposition 
zweier Gruppen von Partialschwingungen darstellen, die je nachdem, 
ob sie durch das Verschwinden der radialen magnetischen oder elek- 
trischen Komponente charakterisiert sind — also durch 

€ +0, 5 =0 oder @©, = 0, 5, #0, 
kurz „elektrische“ bzw. „magnetische“ Partialwellen geheißen werden 
mögen. Bekanntlich sind diese Partialschwingungen deutbar als her- 
rührend von schwingenden elektrischen oder magnetischen Dipolen, 
Quadrupolen usw.‘). Es ist leicht zu zeigen, daß in einer Ebene 


1) Ann. d. Phys. 25, 377, 1908. 

2) Ann. d. Phys. 30, 57, 1910. 

3) Phys. ZS. 21, 1, 1920. 

4) Vgl. z.B. R. Gans und H. Happel, Ann. d. Phys. 29, 280, 1909. 
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senkrecht zur Polarisationsrichtung der auf die zu betrachtenden 
Kugeln auffallenden elektrischen Wellen, die zudem noch den Mittel- 
punkt dieser Kugel enthält, außer der auf dieser Ebene senkrecht 
stehenden tangentialen Komponente Œy alle elektrischen Komponenten 
des Strahlungsfeldes verschwinden. Ist ọ der Radius der Kugel, 
€ ihre (evtl. komplexe) Dielektrizitätskonstante und r die Entfernung 
des Aufpunktes von ihrem Mittelpunkt, dann ergibt sich am Ende 
einer hier nicht weiter auszuführenden Rechnung !) für den gesamten 
Außenraum der Kugel: 


sis Yen = vi  (kr) OP, 
G =e S (ED kr 09 


he ly (kr) ô P, ikr sin ð sin : 
trw 1) kr sin® 2) au sin | (1) 


k ist darin eine Abkürzung für = A die Wellenlänge der auf- 


À ? 

fallenden Strahlung. Die Koeffizienten a, und p, sind von der Form 
Ve vs (ko) Y, (Veke) — v, (Veko) Y, (ko) 
Ve n, (ko) dy (Veko) —¥, (Ve ko) ny (ko) 
7 , Ve dy (ko) w, (Veko) — vy (Ve ko) w, (ko). 

(Qv + 1) PS A TS N 

Ve q, (ko) w, (Veke) — v (Vek e)n, (ko) 
Die Funktionen n,, W, und die nachher auftretende y, hängen mit 
den bekannten Hankelschen und Besselschen Zylinderfunktionen 


mit gebrochenem Index H}, und J,41, in folgender Weise zu- 
sammen: 


a, = (2v + 1)?” 
(2) 


ne) = cyi YE a en), 
Y, (kr) = ar , tty (kr), (3) 


tv (kr) = jan Iyin (kr). 


Die Funktionen P, und ®, sind gewisse Kugelfunktionen der Vari- 
ablen 9 und gq. 
Im Strahlungsfeld elektrischer Wellen mißt man den Mittelwert 


1) Mie, le. 
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t bedeutet dabei die Periode. Für Punkte hinter der Kugel 


(p = —2/2, © = 2/2) ergibt sich: 
A 3 /B . 3 
(Some, = = Ms (a (kr)) T (= — sin (er) | (4) 
worin 
A=». > (m. cos — gO +N +R sins (V+), 
B -Èf cos = (v + 1)— M, in g (¥+1)), 
M, = rt I (cy Py (kr) — dy xy (kr) — by yy (kr) —a,y4,(kr)), 
my = I (a, wy (er) — br gh (Er) + cv z» (kr) + dy Wy (te), 
und 
a, = (2v +1)(— 1)” (a +b) py = —(2¥ +1)(—1)"( + id), 
Bd b 4, : CD, ie CF 
SH BP UE BE OD’ GED 
= Ve vi (ko)d(Veko) —vi(Yeko)v, (ko), (5) 


B, = Vex, (ko) vo (Ve ke) — v (VE ke) ay (ke), 
€, = Yew, (Ve ke) ¥,(be)— v, (bo) v (Ve ko), 
= Pew. (Ve koe) (ko — z (ko) v, (Ve kọ). 
Wir behandeln neben dielektrischen Kugeln (Dielektrizitätskonstante £) 


noch den Fall von Kugeln mit unendlichem Leitvermögen. Für diese 
nehmen die a,, b,, € d, folgende einfache Form an: 


1 =. Behe) tke) p Wo ee 
” T wi? (ke) + 1.7 (ke) (ko) +7)? (ke)’ 
(6) 
WY, (ko) yw (ke) a Y? (ko) 


> Typ (ko) tae’ ~ we (ke) +z (ko) 


Der Ausdruck fiir (G2) enthält die Variablen r, 9, 4 lediglich in den 


beiden Kombinationen kọ = ame und kr = “ar, Dies ist experi- 

mentell von Wichtigkeit, da es dadurch möglich ist, jeden Punkt 

einer Kurve, die (E3) in Abhängigkeit von einer der drei Variablen 

bei festgehaltenen anderen darstellt, durch verschiedene Wertetripel 

k, ọ, r zu erzielen. Die ausgezogene Kurve der Fig. 1 stellt (G3) (in 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 95 
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2 
Prozenten der freien Strahlung) als Funktion von a dar; bei ihrer 
Berechnung wurde r = 17cm, A = 34cm (a. b. = = x) € — 81 


genommen. Die entsprechenden Werte für die vollkommen reflek- 
tierende Kugel sind in Fig. 2 zu finden. Es fallen eigentümliche 
Schwankungen auf, die sich besonders im Falle der dielektrischen 
Kugeln stark ausgeprägt zeigen: sie liegen an den Stellen der Eigen- 
schwingungen. 

Diese Eigenschwingungen sind die mit den Grundgleichungen 
und Randbedingungen verträglichen Zustände, die ohne äußere An- 
regung zu existieren vermögen. Sie bilden ebenso wie die Lösungen 
der Grundgleichungen zwei Gruppen, die je nach den Polarisations- 
zuständen, aus denen sie sich ableiten, als magnetische und elektrische 
Eigenschwingungen bezeichnet werden können. Als Bedingungs- 
gleichung ergibt sich aus den Randbedingungen für die elektrischen 
Eigenschwingungen dielektrischer Kugeln, wenn k ein komplexer, zu 
bestimmender Parameter ist: 


Ve, (ko) w, (Veke)—v, Ve ke) (ke) = 0, (7) 
und für die magnetischen Eigenschwingungen derselben 

Ven (ko) v, (Veko)— ¥,(Veko) n, (ko) = 0. (8) 

Für Kugeln von unendlicher Leitfähigkeit vereinfachen sie sich zu 
m(ke)=0 ud n (kọ) = 0. (9) 
Während jede der letzten Gleichungen (9) v + lte bzw. vten 
Grades ist, also im allgemeinen auch v+ 1 bzw. v Lösungen hat, 
besitzt jede der Gleichungen (7) und (8) unendlich viele Wurzeln, 


diese Wurzeln sind komplex; ihre allgemeine Form ist also 

v = 1 bis oo, \ 
(ko)? =o —ip®. | s= 1 bis oo für diel. Kugeln, 

s = 1 bis v+ 1 oder v für met. Kugeln. 
Der reelle Teil gibt die Frequeuz, der imaginäre die Dämpfungs- 
konstante der Eigenschwingungen an. Die Dämpfung ist Strahlungs- 
dämpfung. Annäherungen für die Frequenzen der Eigenschwingungen 
liefern die Nullstellen der Funktionen reellen Arguments: B,(ko) 
und D, (kọ). Einige solchen Nullstellen zugehörige k ọ-W erte, die durch 
graphische Interpolation gefunden wurden, sind in den Tabellen 1 


und 2 aufgeführt. Sie gäben, abgesehen von einem Faktor A genau 
c 


die Frequenzen an, wenn die Eigenschwingungen ungedämpft wären. 
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Tabelle 1. Tabelle 2. 
m = 
8 | v=1 | 2 l 8 8 | v = 1 | 2 | 3 
1 0,492 Ä 0,635 0,778 1 0,845 0,501 0,636 
2 0,841 | 1,005 0,9558 2 0,692 0,86 1,01 
8 1,191 | 1,365 | — 3 1,04 1,21 — 
4 1,355 | — — 


Für die vollkommen reflektierende Kugel ergeben sich als exakte 
Wurzeln der Bedingungsgleichungen die in den Tabellen 3 und 4 
zusammengetragenen Werte 2). 


Tabelle 3. 
— — ~ — 
(s) | v= ıl | 2 | 8 
1 | — i0,5 — 0,86 —11,6 — 12,17 — 0,87 
2 | —70,5+0,86 | —i0,7— 181 | —2#2,17+ 0,87 
3 = —70,7+ 1,81 |—i 0,83 — 2,77 
4 — — — 10,83 + 2,77 
Tabelle 4. 
(s) | y= j 2 | 3 
1 _; — 11,5 — 0,86 — 1 2,26 
2 — — ťi 1,5 +0,86 | — 71,87 — 1,75 
3 = = — 741,87 + 1,75 


1) Debye, l. c., 8.75. — Von den Werten der Tabellen (8) und (4) als 
ersten Annäherungen an die Wurzeln der allgemeinen Gleichungen (7) und (8) 
ausgehend, kommt Debye zu zweiten Näherungen, indem er — bei Beschränkung 
auf die elektrischen Eigenschwingungen — aus (7) ein Zusatzglied entwickelt, 
das mit Hilfe asymptotischer Darstellungen auswertbar ist. Neben die so ent- 
stehende Tafel von Eigenschwingungszahlen stellt er eine zweite, die sich aus 
den Wurzeln der Gleichungen 


= i w, (Ve ke) 
yp, (Veke) =0, ug chn 
i w, (Ve ko) Yeko 
ergibt. Diese Gleichungen bekommt man in erster Näherung aus (7) und (8) 


für sehr große Werte von Ye und gegen Null konvergierende Werte von ze . 
So ergeben sich ähnliche Werte, wie sie die Tabellen (1) und (2) enthalten. 
Vergleicht man sie mit den Werten, die auf dem Wege über die vollkommen 
reflektierende Kugel gefunden sind, so zeigt sich, daß diese letzteren in ihnen 
enthalten sind; es ist also irrig, wenn Debye meint, daß beide Tafeln neben- 
einander bestünden. Selbstverständlich fragt es sich, welche Tafel für ein 
bestimmtes Intervall die bessere Annäherung enthält. Irreführend scheint uns 
auch die Bemerkung Debyes, daß die auf dem zweiten Wege gefundenen 
Werte ungedämpft seien. Das trifft nur zu für sehr große Werte von Ve und 
für die Eigenschwingungen, die sich dann dicht um den Nullpunkt gruppieren. 
In diesem Falle sind die Approximationen, die zur Vernachlässigung der 
Dämpfung führen, zulässig. Dies geht für Ye = 9 aber schon nicht mehr an, 
wie sich auch aus der Breite der Schwankungsstreifen in Fig. 1 ergibt. 


25* 
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Der erste Teil des Ausdrucks (1) stellt das Störungsfeld der 
dielektrischen Kugel dar, dessen Phase und Amplitude also wesentlich 
von a, und p, abhängt. Die Nenner dieser Koeffizienten stimmen 
nach (2) formal durchaus mit den linken Seiten der Bedingungs- 
gleichungen (7) und (8) überein, nur daß dort das Argument komplex, 
in a, und p, dagegen reell zu nehmen ist; denn die einfallende Welle, 


Fig. 1. 


von der dies kg abhängt, wird hier als ungedämpft angesetzt. Rückt 
also die Schwingungszahl der einfallenden Strahlung nahe an eine der 
Eigenschwingungszahlen der Kugel heran, dann konvergiert der reelle 
Teil des Nenners eines der a, oder p, gegen Null, womit die Ampli- 
tude des dazugehörigen Teiles der Störung gewaltig ansteigt. Un- 
endlich kann diese Amplitude allerdings nicht werden, da der Nenner 
To 
A 
Die Fig. 1 zeigt an den Stellen der Eigenschwingungen, die auf 
der Abszissenachse markiert sind, entsprechende Schwankungen der 
Intensität. Das ausgewertete Intervall zeigt sechs solcher Schwan- 


verschwindet. 


von a, oder », für kein reelles 2 
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kungen, von denen zwei mit elektrischen, die anderen mit magnetischen 
Eigenschwingungen zusammenfallen. Die Breite der Schwankungs- 
streifen hängt (ebenso wie bei der anomalen Dispersion) von der 
Dämpfung der Eigenschwingungen ab. 

Das für die vollkommen reflektierende Kugel ausgewertete und 
in Fig. 2 dargestellte Intervall enthält drei Eigenschwingungen, deren 
Auswirkungen nicht voneinander zu trennen sind, da ihre Dämpfung 
recht beträchtlich ist. 

Ungedämpfte, kurze elektrische Wellen, wie sie hier vorausgesetzt 
sind, lassen sich nach Barkhausen und Kurz mit Elektronenröhren 
zylindrisch-symmetrischer Anordnung erzeugen, wenn ınan an das 

Dre rahlung 


TARO 
TTT Ne 
Tren 


120 


HE 


170 
700 } 
90 


80 


Gitter eine positive und an die Anode eine negative Spannung legt. 
Für die Einzelheiten der benutzten Betriebsanordnung des Senders 
und Empfängers sei auf eine vorhergehende Arbeit!) verwiesen, deren 
Erfahrungen hier verwandt wurden. Bei Untersuchung des Einflusses 
der Länge der Antennen des Senders auf die Wellenlänge der Strah- 
lung wurde gefunden, daß dieser sehr gering ist, wogegen die Intensität 
der Strahlung stark davon abhängt. Zu einer bestimmten Antenne 
gehört eine bestimmte Wellenlänge maximaler Intensität der aus- 
gesandten Strahlung, die sich gleichzeitig durch besondere Konstanz 
auszeichnet. Die günstige Antennenlänge liegt meist etwas unterhalb 
der Viertelwellenlänge, was aber von Röhre zu Röhre wegen der 
Verschiedenheit ihrer Dimensionen beträchtlich variiert. Zwischen 
Sender und Empfänger, der aus einem mit einem Galvanometer ver- 
bundenen Detektor bestand, konnten dielektrische oder metallische 
"Kugeln gebracht werden. Als dielektrische Kugeln dienten dünn- 


1) Cl. Schaefer und J. Merzkirch, ZS. £. Phys. 18, 173, 1923. 
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wandige Glaskugeln, die mit destilliertem Wasser gefüllt waren. Die 
Wandstärke betrug höchstens 1 bis 2 mm. Versuche mit verschiedenen 
Wellenlängen ergaben, daß die Störung, die durch die ungefüllten 
Glaskugeln und durch ein Netz aus Hanffäden, in dem sie aufgebängt 
waren, im Strahlungsfeld erzeugt wurde, unterhalb der Grenzen der 
übrigen Beobachtungsfehler blieb. Die metallischen Kugeln wurden 
teils aus diesen Glaskugeln durch Bekleben mit Stanniol hergestellt, 
teils waren es Hohlkugeln aus Zink, die wir im Institut vorfanden. 


Der Aufbau bei den Messungen war so, daß die Verbindungslinie 
der Mittelpunkte von Sender und Empfänger durch den Mittelpunkt 
der Kugel ging. Die Antennen des Senders lagen horizontal und zu- 
einander parallel. Die Gesamtheit der Punkte der Kurven in den 
TR 
A 


der Wert 2 gesetzt ist, kann man sowohl 


Figuren 1 und 2, die (€§) als Funktion von é darstellen, wobei 


ar 
À 
durch Variation der Kugelradien erhalten, wie auch durch Variation 


für das festgehaltene : 


A 
der Wellenlänge, wobei dann stets r = z zu halten ist. Hier wurden 


beide Wege eingeschlagen. Gab der Sender eine Strahlung, die be- 
sonders schwankungsfrei war, dann wurde mit dieser Wellenlänge der 
ganze Satz der zur Verfügung stehenden Kugeln durchgemessen. Das 
ging besonders anfänglich gut an, da aber die Zahl der Kugeln be- 
schränkt war und nur zufällig die bei diesen Messungen erhaltenen 
Punkte in die eigentlich wichtigen Gebiete der Eigenschwingungen 
fielen, wurden die meisten Meßreihen mit einer oder zwei geeigneten 


2 
war. Mit einer Elektronenröhre ist eigentlich jede Wellenlänge inner- 
halb gewisser Grenzen herstellbar. Man hat nur die Betriebsbedingungen: 
Heizstrom, Gitter- und Anodenspannung geeignet zu wählen. Da die- 
selbe Wellenlänge bei verschiedenen Betriebsbedingungen erhältlich 
ist, die Strahlungen sich dann aber sehr durch ihre Intensität unter- 
scheiden (wurde z.B. bei einem bestimmten Heizstrom, bestimmter 
Gitterspannung und ohne Aufladung der Anode eine Strahlung von 
A = 100cm erzeugt, dann war die Strahlung derselben Wellenlänge, 
bei derselben Heizung, größerer Gitterspannung und einer geringen 
negativen Anodenspannung von ganz wesentlich größerer Intensität), 
und da auch — wie oben erwähnt — die schwankungsfreien Strah- 
lungen sich diskontinuierlich auf die Gesamtheit der möglichen Wellen- 
längen verteilen, war es eine der hauptsächlichen Vorbereitungen auf 


Kugeln gemacht, wobei dann A (und entsprechend r = 5) zu varlieren 
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die Intensitätsmessungen hinter der Kugel, die für die erwünschten 
Wellenlängen besonders geeigneten Röhren und die entsprechenden 
Betriebsbedingungen festzustellen. Die Messungen selbst gingen 
folgendermaßen vor sich: Nach Prüfung der Wellenlänge an einem 
Lechersystem, Einstellung der Entfernung Kugelmittelpunkt-Empfänger 
wurde die Kugel durch Abhängen ganz beiseite geschafft und die 
freie Strahlung gemessen. Dann wurde die Intensität hinter der ein- 
geschalteten Kugel gemessen. Um bei den weiteren Messungen das 
Strahlungsfeld frei zu machen, konnte die Kugel ins Dachstuhlgebälk 
(die Messungen wurden in einem Bodenraum des Dachstuhls von 
15 X 15m? Fläche vorgenommen) hochgezogen werden. In der Nähe 
der Eigenschwingungen, d. h. wenn die Intensität des Störungsfeldes 
der Kugel besonders groß ist, mußte sie immer ganz entfernt werden, 
da sich sonst doch noch Seitenstrahlung bemerklich machte. Über 
drei Messungen jeder Einstellung wurde gemittelt. N 

In Fig. 1 sind die gemessenen Werte durch verschiedene Zeichen 
angemerkt, die die Radien der zu den Messungen verwandten Kugeln 
angeben. 

Die Messungsergebnisse liegen sämtlich in der Nähe der be- 
rechneten Kurve und zeigen ganz deutlich das Vorhandensein der 
Anomalien der Intensität hinter der Kugel an den Stellen der elek- 
trischen und magnetischen Eigenschwingungen: Ves Ve, und Ya, Ying 
Vm» Vmg Die dritte magnetische Eigenschwingung erster Ordnung Vm, 
und die zweite elektrische erster Ordnung v, liegen so dicht bei- 
einander, daß sie nicht zu trennen sind; ihre Maxima liegen innerhalb 
des Gebietes einer Wellenlängenänderung von 1mm. 

Für metallische Kugeln sind Messungsergebnisse und errechnete 
Werte in Fig. 2 zusammengetragen. Man erkennt, daß innerhalb des 
ausgewerteten Intervalls auch hier Theorie und Experiment gut zu- 
sammen stimmen. 

Die verhältnismäßig unbedeutenden Abweichungen, die die experi- 
mentell ermittelten Werte von den theoretischen zeigen, haben ihren 
Grund in mannigfachen Unzulänglichkeiten. Einmal ist der Detektor 
(auch ohne Antennen) durchaus nicht punktförmig, mittelt also über ein 
gewisses ausgedehntes Gebiet, dann sind auch die Störungen durch 
Reflexion an den Wänden und am Boden trotz der Größe des Beob- 
achtungsraumes nicht ganz zu vermeiden gewesen; Abweichungen der 
Kugeln von der strengen Kugelform, Fehler der verschiedenen Längen- 
messungen kommen noch hinzu. Da die Messungen, bei denen auch 
der Empfänger mit Antennen versehen war, ganz erhebliche Ab- 
weichungen von der Theorie ergaben, der Gewinn an Intensität der 


354 Schaefer u. Wilmsen, Über die elektr. u. magnet. Eigenschwingungen usw. 


aufgefangenen Strahlungen die Mühe der Arbeit einer rechnerischen 
Auswertung einer dann notwendigen Integration über die Antennen 
nicht lohnte, wurden die Empfängerantennen bei den Messungen ganz 
fortgelassen. Die Mittelungen, die der auch dann noch nicht punkt- 
förmige Detektor vornimmt, machen es erklärlich, daß für die zu 
besonders schwach gedämpften Eigenschwingungen gehörigen Minima 
keine besonders extremen Werte erhalten wurden. . 

Abgesehen davon darf eine vollkommene Übereinstimmung zwi- 
schen Theorie und Experiment festgestellt werden. 


Marburg (Lahn), Physik. Inst. d. Universität, im Oktober 1923. 
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Absolute Entropie und chemische Konstanten 
mehratomiger Gase. 


Von J. K. Syrkin in Iwanowo-Wosnessensk (Rußland). 
(Eingegangen am 9. April 1924.) 


1. Im Ausdrucke für die absolute Entropie als Wahrscheinlichkeits- 
zustand wurde die Konstante betrachtet, welche durch Einführung 
des Nullzustandes eliminiert wird. 2. Es wurde ein allgemeiner 
Ausdruck (G1.38) für die absolute Entropie der Gase mit n Freiheits- 
graden gegeben, wobei die translatorischen und rotatorischen Quanten 
als äquivalent angenommen wurden. 3. Es wurde ein allgemeiner 
Ausdruck für die chemische Konstante gegeben (G1.39), in welchem 
außer deu universellen Konstanten die Masse der Molekel und die 
mit den molekularen Dimensionen zusammenfallende Größe ent- 
halten sind. 4. Die berechneten Konstanten wurden mit den Ver- 
suchskonstanten verglichen. Unter Berücksichtigung der Grenzen, 
in denen die Dimensionen der Moleküle bekannt sind, kann man 
die Resultate als befriedigend ansehen. 


Als bindendes Glied zwischen der Entropie als Funktion des 
Zustandes in rein thermodynamischem Sinne und der Entropie als 
Funktion des Wahrscheinlichkeitszustandes gilt zweifellos das H-Theorem 
von Boltzmann. In der Tat gibt die H-Funktion 


H = |({lgvf.vfdaedyde (1) 

und der allgemeine Ausdruck fiir die Entropie 
S = elg T+ Rlg V+ Konst. (2) 
S = — k H + Konst. (3) 


In Verbindung damit kann man für die absolute Entropie den Aus- 


druck erhalten 
S = kìg W + Konst. (4) 


Wie ersichtlich, kann die absolute Entropie bestimmt werden, wenn W 
— die thermodynamische Wahrscheinlichkeit — und die Konstante 
gegeben sind. | 

Daß einige Autoren die Konstante ignorieren, ist ein Mangel an 
Genauigkeit. In diesem Falle werden richtige Resultate für die 
chemische Konstante idealer Gase durch künstliche Division durch N! 
erhalten!). Sackur?), der zuerst einen Ausdruck für die. chemische 


1) Planck, Berlin. Ber. 1916, 8.653; auch „Wärmestrahlung“, 4. Auflage; 
Ann. d. Phys. 66, 365, 1922. Kritik bei Ehrenfest und Trkal, Ann. d. Phys. 
65, 609, 1921; Brody, ZS. f. Phys. 6, 79, 1921. 

2) Nernst-Festschrift 1912, 8. 405. 
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Konstante durch Division durch N! gab, benutzt in einer späteren 
Arbeit!) einen anderen Weg. | 
Wenn man die Konstante im Ausdruck (4) nicht ignorieren darf, 
so muß sie eliminiert werden, was folgendermaßen erreicht wird. 
Gesetzt, die Entropie des Gases bei der Temperatur T sei 


Sr = klg W + Konst., (5) 
dann haben wir für S, beim absoluten Nullpunkt 
So = klg Wo + Konst., (6) 


wo W, die thermodynamische Wahrscheinlichkeit bei 0° abs. bedeutet. 
Aus (5) und (6) bekommen wir 


W 
ee o 
Dieser Ausdruck gibt die absolute Entropie S. In der Tat ist 
j W 
n —— y —_—— N = — o 


0 


Wie bekannt, bezeichnet W die thermodynamische Wahrschein- 
lichkeit, d. h. die Zahl der mikroskopischen Arten, vermittelst welcher 
der gegebene makroskopische Zustand des Gases verwirklicht wird. 
Wenn wir uns alle N Moleküle des Gases numeriert vorstellen, so wird 
jeder mikroskopische Zustand durch 3 N Geschwindigkeitskomponenten 
und 3 N Raumkoordinaten (für ideale Gase) bestimmt. Die Änderung 
auch nur einer Geschwindigkeitskomponente oder Koordinate gibt 
einen anderen mikroskopischen Zustand. W stellt folglich eine zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit dar, die dem Produkt der ele- 
mentaren Wahrscheinlichkeiten gleicht 


W = W. W;, (9) 


wo W, die energetische Wahrscheinlichkeit bedeutet, d. h. die Zahl 
der Arten, vermittelst welcher der gegebene energetische Zustand des 
Gases verwirklicht wird, der der Gleichung von der Erhaltung der 
Energie des Systems genügt; W,, die Raumwahrscheinlichkeit, zeigt, 
auf wieviel Wegen der gegebene Zustand des Gases im Raume ver- 
wirklicht werden kann. 
Aus (8) und (9) bekommen wir 
1. W We 
S = klg EA | (10) 


0 


1) Ann. d. Phys. 40, 67, 1913. 
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Berechnen wir nun S für ein ideales einatomiges Gas. Die Gleichung 
der Energie ist 


©: 


me, : 
| kKNT =~) (vi + vy +--+ vey), (11) 


N 


wo k die Boltzmannsche Konstante, N die Avogadrosche Zahl, 
T die Temperatur, m die Atommasse und v,, Vg ... V3 y Komponenten 
der Geschwindigkeit bedeuten. 

Die Gleichung (11) ist nichts anderes als die einer Hypersphäre 
3kNT 


im Raume von 5N Dimensionen mit dem Radius J 
m 


Die Fläche dieser Sphäre ist 
3N—1 
e a 2” 
T ne Se 


m 


rs) 


Da N eine sehr große Zahl ist, so erhalten wir 
3N—1 


F=- u ren (12) 


Jeder Punkt auf der Oberfläche der Hypersphäre stellt einen von den 
möglichen, zulässigen Zuständen des Gases dar, welche der Enervie- 
gleichung des letzteren genügen. Wir sehen, daß im allgemeinen 
der energetische Zustand des Gases auf eine unendliche Zahl von 
Arten verwirklicht werden kann. 

Da aber die Entropie eine endliche Bedeutung hat, so bedeutet 
das, daß man eine Begrenzung einführen, d. h. zulässige und unzu- 
lässige Zustände anerkennen muß. Diese Begrenzung kann man sich 
so denken, daß unsere Hypertliche derartig in einzelne Gebiete, die 
wir als identische Gebiete bezeichnen wollen, zerlegt werden muß, 
daß alle Punkte cines jeden solchen Gebietes als ein Zustand be- 
trachtet werden. Danu wird unsere in einzelne Gebiete zerlegte 
Hyperfläche eir Netz darstellen, wobei die Zahl dieser Gebiete auf 
der gesamten Hypertliche die Größe W, ergibt. 

Nach unseren jetzigen Vorstellungen werden diese Begrenzungen 
durch Einführung der Quantenbedingungen verursacht. 

Aus dem Quantenintegral 


[pdy = nh M= l3) 
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in Anwendung auf Gase ist folgender Ausdruck bekannt!) 

[moda = nh, (13) 
woraus wir fiir die Quantenkomponente der Geschwindigkeit durch 
Integration längs des Abschnittes a von 0 bis a erhalten 


v = —: | (14) 


Unsere Hyperfläche hat die Dimension einer (Geschwindigkeit)? ¥ —1. 
Somit bekommen wir für die Größe des identischen Gebietes 6 


6 = COn | (15) 


Durch Division von (12) durch (15) erbalten wir die Zahl der 
identischen Gebiete auf unserer Hyperfläche, d. h. eine endliche Zahl 
von Arten, vermittelst welcher der energetische Zustand verwirk- 


licht wird. 3N 8 N —1 
m 2 (=) i 3 N(ma}} Y—! 

m= — |" ________. (16) 

3N, Ih N-I 
2 
Das Quantenintegral (13) von — u bis + a ergibt 
h 

a (17) 


und dann hätten wir nur diesen Teil unserer Hypersphäre zu be- 
trachten, welcher alle positiven Werte der Komponenten enthält, 
d. h. man müßte durch 23X dividieren; schließlich würden wir für W, 
denselben Wert erhalten. 

Was die physikalische Bedeutung von a anbelangt, so fällt dessen 
Wert, wie es sich später herausstellen wird, mit den Molekular- 
dimensionen zusammen und wir können annehmen, daß a dem Durch- 
messer der Moleküle gleich sei. 

Nun wollen wir W, bestimmen, worunter wir, wie gesagt, die 
Zahl der Arten verstehen, mit Hilfe welcher das Gas das ihm über- 
lassene Volumen V einnehmen kann. 

Wenn wir uns vorstellen, daß die Rawnkoordinaten beim Uber- 
gange von einem Punkte zum anderen sich kontinuierlich ändern 
können, so würde W, unendlich sein. Folglich muß man, um einen 
endlichen Wert für S zu erhalten, auch hier beschränkende Be- 
dingungen einführen. Ein ideales Gas betrachten wir als eine Gemein- 


1) Planck, 1l.c.; Scherrer, Gött. Nachr. 1916, 8.154; Schaposchnikow, 
Ber. d. Pol. Iwan. Wossn. 6, 1922. 
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schaft von Kügelchen vom Durchmesser a, zwischen welchen keine 
Kräfte wirken. Wenn wir uns nun das ganze Gasvolumen V in 
einzelne Würfel: mit der Seite a zerlegt denken, so bekommen wir 
insgesamt V/a® Würfel und nach Numerierung derselben ein eigen- 
artiges Koordinatensystem. 


Wir nehmen an, daß die Gasmoleküle sich in den vorhandenen 


V/a® Würfeln auf alle möglichen Arten und Weisen verteilen können. 
Somit ist W, gleich der Zahl der Verwirklichungsarten des Gasraum- 
zustandes, d. h. gleich der Zahl der Aufstellungen aus V/a® Elementen 
je N. Da die Zellen a8 sowie die Moleküle numeriert sind, so kann 
hier nur die Rede von Aufstellungen sein und nicht von Kombinationen, 
weil die Fälle, wo die Moleküle ihre Zellen vertauschen, mikroskopisch 
verschieden sind. i 

Ein ideales Gas wird also nicht wie eine Gemeinschaft von 
Punkten charakterisiert, für welche angenommen wird, daß sie keinen 
Raum einnehmen, sondern, laut Bedingung, daß das reine Gasvolumen 
V— Na? einen großen Wert hat. 

W, ist also 


W, = 4 (G-1) er (G-a 1)) 
= z-i) 2 (1-2) (18) 


E yN p=N-1 as B 
y) 


ee 
B=1. 
Berücksichtigt man, daß der Ausdruck unter dem Summenzeichen klein 
ist!), so können wir anstatt 


yN = N2 a3 
ER € 2V, 
nehmen yN 
Wy = 55 (19) 


W, ist die thermodynamische Wahrscheinlichkeit des Nullzustandes. 
Wir wollen noch bemerken, daß vom Nullzustande ähnlich wie vom 
Wärmeeffekt einer chemischen Reaktion oder von der Verdampfungs- 
wärme beim absoluten Nullpunkte gesprochen werden kann. 

Die kinetische Energie bei 0° ist gleich 0, folglich fehlen die 
Komponenten der Geschwindigkeiten. W, zeigt nur die Raumwahr- 
scheinlichkeit an. | 


_1) Uber die „Empfindlichkeit“ bei der Berechnung der Entropie vgl. 
H. Lorentz, Les théories statistiques en thermodynamique, Leipzig-Berlin 1916, 
8.10. 


eo Oo mon un 
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Beim Nullzustande denken wir uns das bloße Gasvolumen 
gleich Null Rz a N = 0 
oder V = Na. 

Wir haben also N Zellen. Die Zahl der Arten, vermittelst 
welcher N Moleküle in N Zellen betrachtet werden können, ist 

Wenn wir die Gleichungen (16), (19) und (20) in die Gleichung (10) 


einführen, so bekommen wir für die absolute Entropie eines |idealen 
Gases 


= (2% mkT)'Ve 
S = kN lg aa aan (21) 
Fiir die chemische Konstante haben wir 
Ss —%+tkNigkN 
wo © aus der Gleichung 
S = celog T + Rig V+S (23) 


erhalten werden kann. 
Aus (21), (22) und (23) erhalten wir 
3a Kia 

C= lg Cn mar” lig (24) 
den bekannten Ausdruck fiir die chemische (Nernstsche) Konstante 
idealer Gase, der zuerst von Sackur?), unabhängig von Tetrode?), 
später von Stern!) und anderen gegeben wurde und der die Ver- 
suchsergebnisse befriedigend darstellt 4). 

Es scheint uns, daß die Entropie laut Formel (8) den Vorzug hat, 
daß hier die Wahrscheinlichkeit sich im Zähler und Nenner befindet 
und, da sie zugleich berechnet wird, mögliche Fehler vermieden werden. 

Wenn, wie wir sagten, a der Durchmesser der Molekel ist, 
so erhalten wir gemäß Formel (17) für das Quant der Energie & 

h? x 
E = gmat (25) 
Wird dieser Wert in den Ausdruck für die spezifische Wärme des 


Heliums nach der Funktion von Einstein eingesetzt, so bekommen wir: 
h2 


e8 ma? kT 


3 h? N2 
=a Bl enanT) E | 


1) l. c. 

2) Ann. d. Phys. 88, 434; 39, 255, 1912. 

3) Phys. ZS. 14, 629, 1913; ZS. f. Elektrochem. 25, 66, 1919. 

t) Nernst, Die theoret. und experim. Grundlagen des neuen Wärmesatzes, 
1918, 8.151; Henglein, ZS. f. Phys. 12, 245, 1922. 
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Da h = 6,525.10-?7, m = 4. 1,64.10-%, k = 1,369 . 1018, 
R == 1,985, a der Durchmesser des Heliumatoms = 1,48.10-8 nach 
der Theorie von Clausius-Mossotti aus dem Brechungsexponenten 
bzw. der Dielektrizitätskonstante, so bekommen wir für T = 93°, 
C, = 2,95. K. Scheel und Heuse!) haben 2,949 gefunden. Das 
dient uns außerdem als Hinweis, daß die eingeführte Größe a die 
Größenordnung 10-® hat und mit den Molekulardimensionen zu- 
sammenfällt. 


Die allgemeine theoretische Berechnung der chemischen Konstante 
einatomiger Gase, welche eine Bedeutung für die Bestimmung der 
Dampfspannung hat, genügt nicht zur Anwendung im chemischen 
Gleichgewicht. In Wirklichkeit fordert die einfachste chemische 
Reaktion, z. B. die Dissoziation zweiatomiger Gase, die Kenntnis der 
chemischen Konstanten zweiatomiger Moleküle. Somit erhält die 
Frage der theoretischen Ableitung der chemischen Konstanten mehr- 
atomiger Gase eine große Bedeutung für die physikalische Chemie. 
Dennoch herrscht in dieser Frage keine vollständige Einigkeit der 
Meinungen. Die Formeln von Ehrenfest und Trkal®), welche eine 
„Symmetriezahl* einführen, ferner von Sackur) und Partington‘) 
unterscheiden sich etwas voneinander. Eine aus der Thermodynamik 
und kinetischen Theorie kombinierte Formel, ähnlich der von Stern’) 
für einatomige Gase, existiert noch nicht für mehratomige. 


Wir wollen noch darauf hinweisen, daß in den Formeln der 
erwähnten Autoren für die chemische Konstante zusammengesetzter 
Gase unvermeidliche Trägheitsmomente figurieren, die nicht genau 
bekannt sind. 


Wie bekannt, werden zweiatomige ideale Gase durch fünf Frei- 
heitsgrade charakterisiert, wovon man drei als translatorische und zwei 
als rotatorische annimmt. Die Zerlegung dieser Bewegungen würde 
uns zum Hyperellipsoid im 5 N-dimensionalen Raume führen. Uns 
aber scheint es, daß die Entropie einfacher berechnet werden kann, 
wenn wir alle Freiheitsgrade als äquivalent annehmen. Wir können 
die Moleküle eines zweiatomigen Gases energetisch als diejenigen 
eines einatomigen im fünffach dimensionalen Geschwindigkeitsraume 
betrachten. Wir nebinen nun alle Freiheitsgrade, sowie die trans- 


1) Ann. d. Phys. 40, 473, 1913. 
2) le. 
3) L e 
4) Phil. Mag. (6) 44, 988, 1922. 
5) l. oe 
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latorischen und rotatorischen Energiequanten als äquivalent an, was 
zulässig ist, da die spezifische Wärme zweiatomiger Gase mit der 
Temperatur fast gar nicht fällt (Ausnahme bildet nur Wasserstoff, 
der von c, = 5/,R bis c, = 3/,R sinkt). Das bedeutet, daß die 
Freiheitsgrade untereinander nicht unterscheidbar sind. 

Die Energiegleichung zweiatomiger Gase bekommt dann folgenden 


Ausdruck l 


Hier ist m die Masse der Moleküle. 
Das identische Gebiet 6, ist der Gleichung (15) analog 
| h \8N-1 
6, = (—) . (27) 


ma 


Ebenso, wie vorber, bekommen wir nach der Gleichung (12) die 
Hypersphärenfläche 5 N Dimensionen mit dem Radius y SRAT 


5N—1 


5N ——— 

a3 (HN , 5 N 

aaa EEE (28) 
ga. 


Dividiert man (28) durch (27), so erhalten wir die energetische 
Wahrscheinlichkeit W, eines zweiatomigen Gases 
i 5N—1 


| 6N an 
5N.a? (7) : (ma) N-1ı 
mt m 
N 
2 
Was die Raum- und Nullwahrscheinlichkeit betrifft, so bleiben 
sie dieselben wie für einatomige Gase. 


Wir bekommen also für die absolute Entropie zweiatomiger Gase 


S; = k lg W i : (30) 
Wo 
Aus (30), (29), (19) und (20) finden wir 
9 5'0q2 Veil 
apie ar, (31) 


N hë 
Hier bedeutet a wie früher den Durchmesser der Molekel. Für 
die chemische Konstante zweiatomiger Gase erhalten wir aus (31), (22) 


und (23) (2 1 m)’ UP a? 
Be 15 i 


(52) 
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Analog finden wir die absolute Entropie für dreiatomige Gase 
mit sechs Freiheitsgraden. Seine energetische Wahrscheinlichkeit 
finden wir, indem wir eine dreiatomige Molekel als eine einatomige 
im sechsdimensionalen Geschwindigkeitsraume betrachten. 

Die Energiegleichung ist 


BENT = F (mtr + Hvi) 


Für die Hypersphärenfläche im 6 N-dimensionalen Raume be- 
kommen wir N—1 


Das identische Gebiet ist gleich 
h \8N-1 
ee os 
Für die energetische Wahrscheinlichkeit Wa eines dreiatomigen 
Gases bekommen wir aus (33) und (34) 
6¢N—1 
3N. nl) z (ma) N-ı 


Wa= "st ew g 


Schließlich für die absolute Entropie dreiatomiger Gase 
_ WaW, (2 tmk T)3 a8 Vet 


Analog bekommen wir fiir die chemische Konstante eines Gases 

mit sechs Freiheitsgraden 
(2 zm)? kta 
Ca = lg . 


hé 


(37) 


Betrachten wir den Ausdruck fiir die Entropie der Gleichungen 
(21), (31) und (36), so sehen wir, daB er verallgemeinert werden kann. 
Die absolute Entropie S, eines idealen Gases mit der Masse m und 
n Freiheitsgraden bekommt dann folgenden Ausdruck: 


n 14” 
(2umkT)* a”—° Ve 3 (38) 
Nh" 


Ebenfalls finden wir einen allgemeinen Ausdruck fiir die chemische 
Konstante C, eines beliebigen Gases mit n Freiheitsgraden 


Sn = kN leg 


n n 

Se TES 
1 (2am)? k 2 a-3 
o r ed ma 


Ch = h” a g (39) 
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Unser Ausdruck (39) hat, wie es uns scheint, den Vorzug, daß er 
nicht enthält: 1. Symmetriezahlen als neue Größen, 2. Trägheits- 
momente, deren Berechnung -einstweilen unmöglich ist, insbesondere 
für dreiatomige Gase, die drei Momente besitzen und einer speziellen 
Zusatzhypothese des Molekelmodelles zur Berechnung der Momente 
bedürfen. Bei unserem heutigen Wissensstande leidet der Bau 
eines solchen Modells, insbesondere für zusammengesetzte Gase an 
Willkür. 3. In unserem Ausdruck stehen außer den konstanten 
Größen nur die Masse der Moleküle und deren Durchmesser. Nehmen 
wir für kh und k den schon erwähnten Wert N = 6,06.1023 an und 
subtrahieren 6,006, da die chemische Konstante in Atmosphären aus- 
gedrückt wird, und rechnen wir mit den gewöhnlichen Logarithmen, 


so erhalten wir: 
Cz = 11,938 +21ga+ 5/,lgM, 
Ca = 18,699 + 3lga + 31gM. 
Hier bedeutet M das Grammolekulargewicht. 
Wir benutzen in allen unseren Berechnungen den auf Grund 
der Clausius-Mossottischen Theorie aus den Brechungsexponenten n 
abgeleiteten Durchmesser 
eat 
gen =p 
wo r den Radius der Molekel bedeutet. 
Nur beim Wasserstoff bedienen wir uns des Durchmessers nach 
dem Modelle von Bohr-Debye. Obwohl dieses Modell nicht ganz 
genau ist, ist es dennoch bisher die beste Annäherung. 


Gas r.108 | Cher. Ügetunden Gas [r.108] Coor. | Spondon r.108| Crer. Gas (|108| Cree. | Opotundon Ogetunden 
Ha . 0,5 — 3,3 — 3,77 HJ. 1,74 2,2 
N, . 1,2 0,3 — 0,05 CO 1,25 0,35 | — 0,04 
O > 1,17 0,45 0,53—1,02 NO 1,2 0,4 0, 92 (?)1) 
Clo . 1,65 1,6 — 0,91—0,42 mO . 1,13 | — 0,48 | — 1,93 
Brg - 1,87 2,5 1,01—1,84 H,8 1,52 0,71 — 
Jo - 2,26 3,2 1,84—3,49 CO, 1,38 0,94 | — 0,4 
HCl 1,37 0,71 — SO» 1,58 1,6 = 
H Br 1,5 


1,6 ie 


Was die Versuchsprüfung anbelangt, so ist hier hauptsächlich 
das Zusammenfallen der Ordnungsgröße aus zwei Gründen wichtig. 
Der Versuch gibt manchmal für C verschiedene Resultate, ab- 
hängig davon, ob die chemische Konstante aus der Dampfspannung 


1) Die Ermittlung der chemischen Konstante aus der Verdampfungswärme 
ist nicht möglich, da über die spezifische Wärme des festen NO keinerlei Messungen 
vorliegen. Goldschmidt, ZS. f. Phys. 20, 159, 1923. 
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oder aus chemischen Gleichgewichtsreaktionen erhalten wird !). Außer- 
dem kann ein Fehler bei der Berechnung einer Konstante einen 
Fehler bei der Berechnung der anderen zur Folge haben. So z.B. 
bestimmt man Cyo beim Versuche aus dem Ausdrucke 
2 Cxo = 1,088 + Co, + Cy, 

und folglich hängt dieser Wert von der Kenntnis von Cy, und Co, 
ab; währenddessen gibt die Erfabrung fiir Co, schwankende Werte 
von 0,53 bis 1,02. 

Man muß damit rechnen, daß der Durchmesser der Moleküle 
im Ausdrucke für die chemische Konstante keine genau bekannte 
Größe und Schwankungen unterworfen ist, abhängig von den Be- 
rechnungsmethoden?). 


Iwanowo-Wosnessensk (Rußland), Polytechnisches Institut. 


1) Langen, ZS. f. Elektr. 26, 25, 1919; R. Cox, Proc. Cambr. Phil. Soc. 
21, 541. 
2) Herzfeld, Jahrb. d. Rad. u. Elektronik 19, 259, 1922. 
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Über das Auftreten von Schwebungen 
bei rückgekoppelten Schwingungen. II. 
Von Kurt Heegner in Berlin. 

Mit 19 Abbildungen. (Eingegangen am 13. April 1924.) 


Eine Theorie gekoppelter Kreise wird vermittelst einer rationalen 
Funktion komplexen Argumentes gegeben und für primäre Rück- 
kopplung an dem Symmetriefall bei drei Systemen näher ausgeführt. 
Die Untersuchung findet Anwendung bei der Herstellung dreier 
Frequenzen, welche auf zweierlei Arten erzeugt werden. Die 
Änderung der Eigenschwingung des Tertiärsystems gibt zu einer 
besonderen Untersuchung Anlaß. Die Schlußbemerkung betrifft 
das „Ziehen“. 


Zwei Arten von Schwebungen in gekoppelten Kreisen wurden 
bei rückgekoppelten Schwingungen erörtert!). Die erste Art hatte 
ein negatives Gittergleich- 
potential, welches von der 
Amplitude abhängig ist, zur 
Voraussetzung, die zweite 
ArteinePhasenverschiebung 
zwischen Anodenwechsel- 
spannung und -strom, welche 
von der mittleren Steilheit 
abhängig ist. Beidrei Kreisen 
gibt es Vorgänge, die keine 
besondere Abänderung der Rückkopplung erfordern. Um dies zu zeigen, 
ist zunächst die Theorie dreier Kreise zu entwickeln. Die Untersuchung 
wird jedoch auf gewöhnliche primäre Rückkopplung beschränkt. 

a) Theorie gekoppelter Systeme. Es seien elektrische 
Systeme gegeben. Jeder Selbstinduktion L werde ein Widerstand R 
zugeordnet, jeder Kapazität C eine Ableitung G. Ist das Kopplungs- 
glied ein Kondensator wie in Fig.1, so werde auch diesem eine Ab- 
leitung erteilt. Bei gewöhnlicher primärer Rückkopplung erhält das- 
jenige System, welches erregt wird, eine negative Ableitung. Für 
die im ersten Teile der Untersuchung in Fig.2 gegebene Schaltung 
ist dies unmittelbar einzuschen. Wir schreiben zur Abkürzung 


Ln+R=%g l 
Cn+ G =C, 


Fig. 1. 


(1) 


1) 28. f. Phys. 13, 392—404, 1923 und 19, 246 —270, 1923. 
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und zwar bedeutet 

n = — Ò + ir. (2) 

Für zwei Schwingungskreise ergibt sich zur Berechnung von n die 
Gleichung 

ti 1 La 


et eh r ra 0: 3 
Gai G ur a 
Sobald gesetzt wird 
@, = C, + Sig; CG’, = @ + Gi, (4) 
läßt die Gleichung die Umformung zu: | 
(GR, + 1) (Cay + 1) = uhr (5) 


Im zweiten Teil der Untersuchung !) wurde bereits der Nachweis 
geführt, daß die Theorie gekoppelter Systeme in erster Annäherung 
auf die Betrachtung von rationalen Funktionen komplexen Argumentes 
zurückgeführt werden kann. Die Voraussetzungen dieser Theorie sind, 
daß die Eigenschwingungen der einzelnen Kreise nahe beieinander 
liegen und die Kopplungen unter ihnen lose sind. Um eine voll- 
ständige Entwicklung zu erreichen, ersetzen wir die Gleichung (5) 
durch folgende: 


(n?+2h,n +y) (n + Zhan + y?) = (2hy)?e, (6) 
in welcher kh und y Dämpfung und Eigenschwingung eines dritten 
Kreises und c eine entsprechend definierte komplexe Größe bedeuten. 
Jedoch soll y in der Nähe von y, und y; liegen. Wir setzen 


n? + 2hn + p2? = 2hywi (7) 
und finden die Annäherung 
n = — h(l — w) + iy. (8) 


Ferner setzen wir 

n? + 2h n +y? = 2hy (w— s) i) 

n? + 2han + y: = 2hy (w — eq)i.J (9) 
Nach Subtraktion dieser Gleichungen von (7) und Einführung der 
Größen yı — y = &, und yg —y = 8 liefert die erste Annäherung 


a, = 1 =A + i3, 
(10) 
ME 
h h 
Führt man (9) in (6) ein, so erhält man die Gleichung 
(w — 2,)i c _ 
c (w— z}i n: (1) 


1) Vgl. Teil II, Abschnitt d). 
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Die entsprechende Gleichung für drei Kreise lautet ` 


(w—2)i Cy Cis 
Co1 (w — 85) i Cog = 0, (12) 
C31 C392 (w — 2;) i 


und ebenso erhält man für u Kreise eine Determinante uten Grades. 

In den folgenden Abschnitten werden die Größen w und z, als 

Variable betrachtet. In dieser Abhängigkeit nimmt die Gleichung 
die Gestalt an: 

ar Po Po (w) 3 

4, = W e 9,(w)’ (1 ) 


und zwar bedeutet 9, (w) eine ae ganze Funktion vom Grade 
u— l und p(w) eine solche vom Grade w—2. (13) kann somit 
nach Partialbruchzerlegung geschrieben werden 


Cy 
nur, eg Be (14) 
sobald , (w) voneinander verschiedene Nullstellen hat. Ebenso läßt (13) 


die Entwicklung in einen Kettenbruch zu: 


ee ee ee (15) 


c 
w— z’, + : 


w — £ 
TE ne 


sobald der Grad von @,(w) nicht kleiner als (u — 2) ist und jede 
folgende Funktion in der Entwicklung nur um einen Grad kleiner 
als die voraufgehende ist. Aus diesen Darstellungen kann man 
folgern: Geht die Erregung des Systems von u Kreisen nur vom 
Primärkreis aus, so kann in diesem derselbe Stromverlauf erzeugt 
werden durch ein solches System, in welchem die (u—1) übrigen 
Kreise nur mit dem Primärkreis, nicht untereinander gekoppelt sind, 
oder in welchem die Kreise bezüglich ihrer Kopplung eine Kette 
bilden 2). 

b) Theorie zweier Kreise bei primärer Rückkopplung. 
Zur Einführung betrachten wir zunächst zwei Kreise. Es werde 


1) Eine weitere Anwendung der Determinante uten Grades ergibt sich für 
den Fall, daß alle Kopplungsgrößen reell sind und die Determinante symmetrisch 
ist [in (12) Cia = Co}, Cig = C31, Cog = Cgq], ferner alle z rein imaginär sind, 
also alle Kreise gleiche Dämpfung haben. Man erhält für wz eine Gleichung, 
die in der Astronomie als Säkulargleichung bezeichnet wird. Diese hat als 
solche u reelle Wurzeln, so daß auch alle Schwingungen die gleiche Dämpfung 
besitzen. Dies Ergebnis ist indessen schon aus der ursprünglichen Gleichung zu 
erkennen, indem diese bei Kraftkopplung nach Ausübung der Substitution 
n = n'—h und Reduktion der Kopplungsgrößen in den Fall der ungedämpften 
Kreise übergeht. 
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#3 = 0 oder zufolge a) (10) = hy, und y = y; gesetzt. Die nähere 
Bestimmung der komplexen Größe c erfolgt durch Vergleich von a) (5) 
und (6): | 


2heY2e = TAO (Cia Ya — igi) 
Die explizite Entwicklung des imaginären Teiles von c ergibt 
C's 9ı2 


=e 
tat 
2 
Diese von der Widerstandskopplung herrührende Größe kann nur in 
dem Falle größer als die Einheit werden, wenn C, > C, ist oder, da 
L,C, ~ Li Ca, wenn L, > L, ist. Der im zweiten Teil der Unter- 
suchung durch Fig.10 wiedergegebene Fall, für welchen c den Wert 
1,5 — 1,37 hat, ist daher nur unter dieser Bedingung möglich. 
Für z, = 0 geht die Gleichung a) (11) über in 

w(w — z) + e = 0. (1) 
Stationäre Schwingungszustände werden zufolge a) (8) erhalten, wenn 
der reelle Teil von w gleich der Einheit wird: 

w = l + iv. (2) 

Setzt man alle solche Werte in (1) ein, so beschreibt ¢, in der Ebene 
der komplexen Zahlen eine Kurve, die im zweiten Teil der Unter- 
suchung als Nullkurve bezeichnet wurde. Daß diese Kurve primäre 
Rückkopplung darstellt, kann unmittelbar aus a) (5) eingesehen werden. 
Denn mit G, ändert sich nur h, und zwar wächst mit — G, auch 
— h,. Die Nullkurve betrachten wir in den Variablen 


hy _ &__ 
ho Gr r, ha aa Y, (3) 
indem r Ordinate und y Abszisse sei. Es wird 
Ferner teilen wir auch c? und c in den reellen und imaginären Teil: 
e — a + bi = («+ Pi). (5) 
(2), (4), (5), in (1) eingesetzt, ergibt 
(1 +iv)[—r +i — y] ta+bi = o0. (6) 


Die Trennung von Reellem und Imaginärem ergibt zwei Gleichungen, 

von denen die eine in v linear, die andere quadratisch ist: 
or—1) + 9-2) = 0) m 
v—vy+(r—a) = 0.J 

In der ersten Gleichung wird die linke Seite identisch zu Null fiir 

die Werte r= 1, y = b. | (8) 
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Diese in die zweite Gleichung eingesetzt, ergibt zwei Werte für v: 
vi_ vb + 1l —a = 0. (9) 


Hiermit ist der Doppelpunkt der rationalen kubischen Kurve gefunden, 
in welchem die Dämpfung sowohl von der einen wie von der anderen 
Schwingung zu Null wird. Für die Untersuchung von Doppelpunkten 
sind drei Fälle zu unterscheiden. Die quadratische Gleichung in (9) 
hat imaginäre Wurzeln, und der Doppelpunkt ist ein isolierter. Die 
beiden Wurzeln sind reell, jedoch einander gleich. Sodann erreicht 
die Kurve den Doppelpunkt, bildet aber in ihm eine Spitze. Im 
dritten Fall sind die beiden Wurzeln reell und voneinander ver- 
schieden. Die Kurve schneidet sich selbst im Doppelpunkt. Die 
Wurzeln werden einander gleich für 


b? + 4(a— 1) = 0. 
Drückt man indessen a und b durch œ und ß nach (5) aus, so erhält man 
a = l. (10) 


Daher läßt sich das Ergebnis einfacher herleiten, indem die Kurve 
eine Spitze bildet, sobald ein Verzweigungspunkt der Funktion kom- 
plexen Argumentes in (1) auf ihr liegt. Die Verzweigungspunkte 


ergeben sich aus = — 0, und man findet in der w-Ebene 
w=c—a-t Bi. 


Soll dieser Wert einen Punkt der Kurve liefern, so muß zufolge (2) 
a = 1 werden. 

c) Kurventheoretische Untersuchung an drei Kreisen. 
Für die in a) (14) gegebene Partialbruchzerlegung benötigt man die 
Nullstellen des Nenners 9,(w). Wir bevorzugen daher die Ketten- 
bruchentwicklung in a) (15), welche nur rationale Rechenoperationen 
verlangt, und schreiben die Gleichung für drei Kreise in der Form 


a 


fee = oer ee (1) 
(w — za) + 7 


(w — 2s) 


Sind die Koeffizienten a, b, 2, 2, reell, so haben die zu untersuchenden 
Kurven eine Symmetriegerade, indem zu konjugiert komplexen Werten 
von w auch konjugiert komplexe Werte von g gehören. Dieser Fall, 
in welchem alle kurventheoretischen Kriterien noch leicht angegeben 
werden können, hat das Hauptinteresse. Ein solcher Fall liegt vor, 
wenn bei elektrischen Systemen der Sekundärkreis mit dem Primär- 
kreis, der Tertiärkreis mit dem Sekundärkreis magnetisch gekoppelt 
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wird, und der Tertiärkreis auf den Sekundärkreis abgestimmt wird. 
Wir nehmen an, daß y = Y = ys und h = hg ist und setzen 


g =l +r+iy, 
2 = l — ra (2) 
sel. 


Zur Auffindung der stationären Schwingungszustände gibt man der 
Größe w die Werte 1 + iv und berechnet den reellen und imaginären 
Teil der Größe z Auf solchem Wege werden r und y als rationale 
Funktionen von v dargestellt: 


r =£ (otr +r +b), 


av 3 
y=v-Ze@+1-—b) (3) 
A = (v? — r, — L} + v2(1 + r). 

Um eine Anwendung von dieser Formel zu machen, beschäftigen wir 


uns mit folgender Lösung: 
a 


== rot b (4) 
Die entsprechende Lösung in der Theorie zweier Kreise habe ich bei 
Veränderung der Eigenschwingung des Sekundärkreises in einer 
früheren Arbeit!) als Generatorlösung bezeichnet. Im folgenden 
werde sie Hauptlösung genannt. Im Gegensatz zur Theorie zweier 
Kreise findet sich, daß diese sowohl Maximum als auch Minimum der 
Kurve sein kann. Setzt man den Wert für r in (4) in die erste 
Gleichung von (3) ein, so erhält man 


v =0, y=0, r 


[2 + 1— b (ra + 2)] = 0. (5) 
Alle vier Werte werden einander gleich, wenn 
1 
De (6) 


Bei dieser Kopplung zwischen Sekundär- und Tertiärkreis geht daher 
das Maximum in ein Minimum über. 
Die weitere Entwicklung gibt die kurventheoretische Diskussion. 
Die Abhängigkeit zwischen r und y stellt eine rationale Kurve fünften 
Grades dar und hat als solche sechs Doppelpunkte. Zwei von diesen 
Doppelpunkten sind die imaginären unendlich fernen Kreispunkte 
rege l= Lee a7: l (7) 
Übt man nämlich auf die Variable z in (1) eine beliebige linear- 
gebrochene Substitution aus, so entsteht wieder eine Funktion, die 


1) Arch. f. Elektrotechn. 9, 127, 1920. 
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in g vom ersten Grade und in w vom dritten Grade ist. Die ab- 
geleitete rationale Kurve in (3) geht daher durch eine solche Trans- 
formation in eine solche vom sechsten Grade, in speziellen Fällen 
von kleinerem Grade über. Dies ist aber nur möglich, wenn die 
Punkte in (7) Doppelpunkte der Kurve sind. Aber die Punkte sind 
imaginär und somit folgt, daß bei primärer Rückkopplung höchstens 
vier reelle Doppelpunkte auftreten kénnen1). Die Bemerkung gilt 
allgemein, indessen tritt für den Symmetriefall die Besonderheit 
hinzu, daß in der Resonanz y = 0 außer der Hauptlösung noch zwei 
Doppelpunkte liegen. Dies ist unmittelbar einzusehen, denn solch 
einem Punkt entspricht nicht nur 1 + iv, sondern auch 1 — iv. Die 
noch übrigbleibenden zwei Doppelpunkte liegen im allgemeinen 
außerhalb der Resonanz symmetrisch zu der Geraden y = 0. Für 
die Berechnung dieser Doppelpunkte geben wir (1) die Form 


(2 — w) | (w — 2.)w + b] —aw = 0, (8) 
und der Übergang zu reellen Werten liefert eine quadratische und 
eine kubische Gleichung in v: 

en (9) 
(v — y) (v? — r, —b) + vr (ra + 1)— va = 0. 
Für y = 0 gehen die Gleichungen über in 
| ee un (10) 
ve — r, —b+rr,+r—a) = 0. 
Wird der Faktor v in der zweiten Gleichung, welcher der Haupt- 
lösung angehört, entfernt und die erste Gleichung subtrahiert, so folgt 


(+ 1 — b) (r — ra) = b(1 + ro). (11) 
Die zweite Gleichung in (10) formen wir um zu 
(v2 + 1—b)+(r—1)(rı+ 1)—a = 0, (12) 


und die Elimination von v? + 1 — b ergibt die gesuchte quadratische 
Gleichung für r 


(r — r) (r — 1 —a*) + b = 0, (13) 
indem zur Abkürzung 
a 
x — 
a* = ae (14) 


gesetzt ist. Um noch die beiden Doppelpunkte zu finden, welche 
symmetrisch zur Resonanz liegen, dividieren wir die kubische Funktion 
von v in (9) durch die quadratische Funktion von v und setzen die 


1) Bei primärer und sekundärer Rückkopplung ist eine völlige Durch- 
dringung beider Schleifen möglich, so daß alle sechs Doppelpunkte reell werden. 
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beiden Koeffizienten der linearen Restfunktion gleich Null. Für r 
erhält man den Wert 


(ra +b)(r +1) 
= l 

ý 2(r +b)—a* ’ (15) 
y drücken wir durch r aus in der Weise, daß a* eliminiert wird: 


ya(r—n—1f—-14+22°@-%)]. a 


Es wird ersichtlich, daß diese beiden Doppelpunkte mit einem in der 
Resonanz y = 0 befindlichen Doppelpunkte zusammenfallen können. 
Macht man den quadratischen Faktor in (16) zu Null: 


y =0, r=r;+1l, a* =r +b, (17) 
so wird die linke Seite der ersten Gleichung in (9) identisch zu Null. 
Die zweite Gleichung in (9) geht über in 

vv + 1 —b (r, + 2)] = 0, (18) 
und es entsprechen dem Punkte in (17) drei Werte von v, welche 
daher einen dreifachen Punkt darstellt. Diesen durchläuft die Kurve 
einmal oder dreimal, je nachdem der quadratische Faktor reelle oder 
imaginäre Wurzeln hat. Der Übergang findet zufolge (18) und (17) 
für die Kopplungen 

1 (ra + 1)8 

Sa E OS pF a 
statt. Der Wert fiir b ist die unter (6) angegebene Kopplung 0p. 
Setzt man diese Werte in (1) ein, so gewinnt die Funktion komplexen 
Argumentes folgende spezielle Form: 

ee ae _ _ W@—l)} Er 

ra + 2 ~ (ra +2) (w +rı—l)w+1 
Dem Wert z = r,+ 2 entspricht dreimal der Wert w = 1, so daß 
dieser Punkt ein Verzweigungspunkt zweiter Ordnung ist, in welchem 
alle drei Blätter der z-Ebene zusammenhängen. In diesem Punkte 
verdreifachen sich die Winkel. Indem aber die Gerade 1+:v im 
Punkte w = 1 den Winkel x bildet, läuft auch die Kurve in der 
2-Ebene durch den Punkt 2 = r + 2 einfach hindurch. Ist b größer 
als in (19), so stellt der dreifache Punkt in (17) drei Schwingungen 
von gleicher Rückkopplung und verschiedener Frequenz dar. Aus den 
Gleichungen in (9) überzeugt man sich leicht, daß (17) die einzige 
Bedingung für das Auftreten eines dreifachen Punktes ist. Wird 
der zweite Faktor in (16) zu Null, so liegen drei Doppelpunkte auf 
einer Geraden (Fig.3c), und es erhalten nur zwei Schwingungen die 
Dämpfung Null. 


b 


(20) 
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Die Ermittlung des Kurvenverlaufes hängt nunmehr im wesent- 
lichen von der geometrischen Deutung der in (13) gefundenen Be- 
ziehung ab: 

(r — r) (r — 1 — a*)+ b = 0. 

Diese Gleichung gibt uns die Ordinaten r der in der Resonanz ge- 
legenen Doppelpunkte. In den Variablen a* und r stellt die Be- 
ziehung eine Hyperbel mit den Asymptoten 

r—r, = 0, a*#—_r+t1l=—0 (21) 
dar. Physikalische Bedeutung hat indessen nur der eine Ast der 
Hyperbel und auch nur so weit, als dem einzelnen Punkte positive 
durch (11) oder (12) gegebene Werte von v2 zugeordnet sind. Hin- 
gegen stellen die Punkte, denen negative Werte von v? zugeordnet 
sind, isolierte Doppelpunkte dar. Der Übergang findet bei v — 0 
statt, bei welchem der Doppelpunkt in eine Spitze ausartet. v — 0 
ist jedoch die Hauptlösung, welche wir ebenfalls in den Variablen r 
und a* betrachten. Es ergibt sich aus (4) 


rel. (22) 


Diese Beziehung stellt eine Gerade dar, welche durch den Koordinaten- 
nullpunkt geht und den Hyperbelast héchstens in zwei Punkten schneiden 
kann. Der eine Schnittpunkt ist die Spitze, fiir welche sich aus (11) 
bei v = 0 ergibt 

rtt, (23) 


Der andere Schnittpunkt ist der dreifache Punkt in (17), wie aus (18) 
zu ersehen ist. 
Fig. 2 ist für die Werte r, = 1/,, b = 1/, entworfen. Die Kopp- 
lung bo in (6) berechnet sich zu ?/5 Somit findet statt 
b <b<l. (24) 
Mit wachsendem a* nimmt die Kurve die verschiedensten Formen 
an. Es sind vier Werte eingezeichnet, für welche der zugebörige 
Kurvenverlauf in Fig.3a bis d dargestellt ist. Im Umkehrpunkt des 
Hyperbelastes fallen die beiden Doppelpunkte in der Resonanz y = 0 
zusammen. Dies bedeutet, daß die Kurve sich selbst berührt. Bevor 
die Kurvenberührung eintritt, bilden sich im vorliegenden Falle außer- 
halb der Resonanz Spitzen (Fig. 3a). Das Auftreten dieser Spitzen 
wird im nächsten Abschnitt [d) (18) bis (21)] erörtert. Bei wachsendem a* 
werden aus den Spitzen Schleifen, und man gelangt zu dem Fall des 
dreifachen Punktes (Fig.3b). Bevor jedoch der Fall der Spitze in 
der Resonanz eintritt (Fig.3d), findet zwischendurch eine andere 
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Singularität statt (Fig. 3 c), welche durch das Verschwinden des zweiten 
Faktors in (16) gegeben ist. Der geometrische Sachverhalt ist folgender: 
Zufolge (6) und (24) ist die Hauptlösung v — 0 stets Minimum der 
Kurve Zu beiden Seiten der Resonanz ist daher ein Maximum, 
welches die höchsten Punkte der Kurve darstellt. Dies Maximum 
findet man, indem man die erste Gleichung in (3) nach v? ausrechnet 
und die Diskriminante der quadratischen Gleichung zu Null macht. 
Betrachtet man das Maximum in Abhängigkeit von a bzw. a*, so ist 


Fig. 3. 
dieses proportional a*, wie aus der ersten Gleichung in (3) folgt, und 
stellt sich in Fig.2 als Gerade durch den Nullpunkt dar. Da diese 
Gerade die höchsten Orte der Kurven liefert, kann sie den Hyperbel- 
ast nur berühren und ist als Tangente vom Nullpunkt an die Hyperbel 
gegeben. Aus (16) findet man für die Ordinate des Berührungs- 


unktes ee 
P r — ra +b + Vb (ra + b). (25) 
Für die Kopplung bo fallen die drei Fälle 3 b, c,d zusammen in den 
Verzweigungspunkt zweiter Ordnung von (20). 
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Der Fig.4 sind die Werte r = 1/,, b = 1, zugrunde gelegt. 
Nach der Kurvenberiihrung (Fig.5a) besteht die Kurve aus zwei auf- 
einandergesetzten Schleifen, von denen die obere sehr bald in eine 
Spitze ausartet (Fig.5b). In Fig.5c ist noch der dreifache Punkt 
eingezeichnet, welchen die Kurve einfach durchläuft. 

Sobald die Spitze in der Resonanz mit der Kurvenberührung 
zusammenfällt, werden alle fünf Lösungen für y == 0 einander gleich. 
Um diese Kopplungen zu bestimmen, berechnen wir zunächst den 
Umkehrpunkt des Hyperbelastes 


a* — r, —1l + 2 yb, r = r, + Vb, (26) 
setzen den gefundenen Wert für r gleich dem von (23) und erhalten 
2 Vboo = V4 + (ra + 1)? — (ra + 1). (27) 

Für ry = 1/, ist Doo = 1/4, und somit gilt für Fig.4 und 5 
boo < b < Vo. (28) 


Unterhalb der Kopplung bo) kann zweifache Schleifenbildung nicht 
stattfinden. 

Auch der dreifache Punkt kann mit der Kurvenberührung zu- 
sammenfallen, indem alle vier Doppelpunkte in einen Punkt zusammen- 


RAIO X 


= 7 
Fig. 5. : Fig. 6 


fallen (Fig.6). Die Werte für r in (17) und (26) sind einander gleich 
zu setzen, und es ergibt sich b — 1. Noch übersichtlicher wird die 
Betrachtung, wenn man die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung 
für r in (13) für den Wert a* in (17) bestimmt: 

a*—r,+b r=nH+tb. (29) 
Der Vergleich mit (17) zeigt, daß dieser Doppelpunkt für b < 1 
unterhalb des dreifachen Punktes gelegen ist (Fig.3b, 5c). Für b = 1 
erhält man Fig.6, und die Gerade (22), durch welche die Hauptlösung 
dargestellt ist, wird der zweiten in (21) angegebenen Asymptote der 
= Hyperbel parallel, so daß sie die Hyperbel nur noch im dreifachen Punkte 
schneidet. Somit wird v? für alle Punkte des Hyperbelastes positiv. 
Den Kurvenverlauf für b > 1, welcher für die experimentelle Unter- 
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suchung bedeutsam ist, geben die Figuren 7 bis 10 des folgenden 
Abschnittes wieder. 

Soweit es für die Untersuchung erforderlich ist, werde noch der 
asymmetrische Fall betrachtet. Setzen wir in die allgemeine Gleichung 


von a) (12) ee (30) 
so kann sie in die Form gebracht werden: 
(a +c)w + [(a— e)z, + id] (31 
wi— zg? +b , ) 
und zwar werden a, b, c, d reell, sobald magnetische oder elektrische 
Kopplung unter den Kreisen angenommen wird. Besitzen außerdem 
Sekundärkreis und Tertiärkreis noch die gleiche Dämpfung, so wird 2, 
rein imaginär, 


gz = w + 


Za = 1Ya, (32) 
und die Gleichung (31) geht durch die Substitutionen 
Y2 +b =b, ate=c, (a—c)ytd=d (33) 
in die einfachere Form über: 
dCwp id 
w+b’ 
indem b’, c’, d’ reell sind. Für d’ = 0 geht die Gleichung in dem 
Fall der Symmetrie in (1) über (r, = 1). 
Das durch (34) gegebene System wird zweiwellig für 
d = c yb’). (35) 
d) Funktionentheoretische Untersuchung an drei Kreisen. 
Bisher wurden nur Nullkurven betrachtet. Es bleibt tibrig, die Kurven 
von konstanten 0 in den Bereich der Untersuchung zu ziehen und 
die Verzweigungspunkte der dreiblättrigen z-Ebene näher zu bestimmen. 
Zufolge a) (2) und (8) setzen wir allgemeiner 
w = Uy + in, (1) 
indem %, eine Konstante ist. Durch Einführung der Substitutionen 


(2) 


in c) (1) wird die allgemeinere Untersuchung auf den speziellen Fall 
der Nullkurven zurückgeführt. Beim Übergang zu reellen Werten 
erhält man zufolge c) (2): 


r+l=ulr' +1], y = wy, In =w(l—r). (3) 


z = w+ (34) 


V — Ugu, Z = Woz’, Wi Zg — U 
a = ua’, b = uw? 


1) Unter der Annahme Cia = Cas, Cig = Cgi, Cog = Cgg oder d? = 4abe 


findet man Yo = (a = PET x 
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Die Lage der Verzweigungspunkte der Funktion c) (1) ergibt 
sich aus 


dg 
eai. | | 4 
ed (4) 
Die Rechnung liefert eine Gleichung vierten Grades in w: 
(w? — we, + b)? — a (w? — b) = 0. (5) 
Für 
Z = 0 oder r, =l (6) 


stellt (5) eine quadratische Gleichung in w? dar, und man erhält 
1 
w — (5-2) + 5 Va@-8)) (7) 


a= 8b (8) 
fallen je zwei Verzweigungspunkte zusammen zu einem solchen von 
zweiter Ordnung. Unter den Bedingungen (6) und (8) läßt daher c) (1) 
die Umformung zu: 


Für 


g— 3y3b _ = LE) (9) 

e+ 3 y3b No + 3b l 
Nur der in der oberen Halbebene gelegene Verzweigungspunkt hat 
für die Eigenerregung Bedeutung. Ebenso kommen allgemein in der 
Gleichung (5) nur zwei Verzweigungspunkte in Frage. Das Zusammen- 
fallen derselben ergibt sich durch Nullsetzen der Diskriminante der 
Gleichung vierten Grades. Indessen ist die Aufgabe bereits durch 
die Beziehungen (19) und (20) des vorigen Abschnittes gelöst, und es 
gelingt leicht, durch Anwendung der Substitutionen (2) und (3) die 
Konstanten a und b und die Verzweigungspunkte durch r’, als Para- 
meter auszudrücken: 


(1-+ r',\3 | l 
a=(l—r airy Sar ae Ik Gy GD b = l —r A EET 
( a) (2+ r'a) (1 — r'a)? ( a) (2+7',)(1—r’,)? (10) 
w— lz" z ee 
me = ’i—r, 


Genaueren Einblick gewähren die Nullkurven in Fig.7 bis 10, 
welche für die Werte r, = 1, a = 8, b = 4, 3, 2, 1 berechnet sind. 
Im Gegensatz zu dem vorigen Abschnitt hat a em und denselben 
Wert, während b verschiedene Werte durchläuft. Für b > 4 besteht 
die Kurve noch aus zwei voneinander getrennten Schleifen, in deren 
Innerm je ein Verzweigungspunkt liegt. Bei b=4 in Fig.7 be- 
rühren sich die beiden Schleifen, und für b < 4 durchdringen sie 
sich, so daß vier Doppelpunkte entstehen, in welchen die Kurve sich 
selbst schneidet. Für b = 3 in Fig.8 fallen drei Doppelpunkte in 
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einen dreifachen Punkt zusammen, für b < 3 hat sich dieser wiederum 
in drei Doppelpunkte aufgelöst, wie Fig.9 (b — 2) zeigt, indessen 
rücken die beiden Verzweigungspunkte immer näher zusammen und 
fallen bei b = 1 in Fig. 10 zusammen. Zwischen den Werten b = 2 


wes Z, 


Ny 


-1 4) 7 2 
Fig. 9. . Fig. 10. 

und 1 findet die durch das Verschwinden des zweiten Faktors in c) (16) 

gegebene Singularität statt, in welcher drei Doppelpunkte so zu- 

sammenfallen, daß sie auf einer Geraden liegen. b erhält den Wert 

1/, (V17 — 1) = 1,56. Sobald b kleiner als 1 wird, liegen die beiden 

Verzweigungspunkte auf der Symmetriegeraden y — 0. Der untere 


verbleibt in der großen Schleife, der obere vereinigt sich mit der 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 97 
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Spitze, in welche die im Innern der großen Schleife gelegene kleine 
Schleife ausartet. Dies findet statt für b — 4 V2 —5 = 0,657. Für 
noch kleinere Werte von b ist nur die große Schleife vorhanden, und 
der obere Verzweigungspunkt liegt außerhalb derselben. 

Um die Kurven auf der dreiblättrigen ¢-Ebene unterzubringen, 
sind zwei von den Verzweigungspunkten ausgehende Verzweigungs- 
schnitte zu ziehen. In dem einen Verzweigungsschnitt durchsetzt sich 
das erste und das zweite Blatt, in dem anderen das zweite und dritte 
Blatt. In Fig. 8 sind zwei solche Verzweigungsschnitte punktiert ein- 
gezeichnet, und zwar liefern dieselben eine Einteilung nach Frequenzen. 
Durchläuft man die Kurve in der angegebenen Richtung, so ist der 
Anfang der Kurve bis zum ersten Schnitt der tieferen Frequenz zu- 
geordnet. Der folgende Teil verläuft im zweiten Blatt und ist bis 
zum zweiten Schnitt der mittleren Frequenz zugeordnet. Der Rest 
der Kurve verläuft im dritten Blatt und gehört der höheren Frequenz 
an. Wichtiger ist die Einteilung nach Dämpfungen. Trägt man in 
jedem Punkte der z-Ebene die drei zugeordneten Dämpfungen auf, 
so erhält man über der e-Ebene eine dreiblättrige Fläche. Diese 
durchsetzt sich in dem Ort der Punkte, in welchem zwei Dämpfungen 
einander gleich werden. Liegen die beiden Verzweigungspunkte auf 
der Symmetriegeraden y = 0 (für den Fall r, = 1 findet dies zu- 
folge (7) bei a > 8b statt), so bildet der genannte Ort ein Schnitt- 
system im Sinne der Theorie der algebraischen Funktionen, indem 
sich als solcher der oberhalb des oberen und unterhalb des unteren 
Verzweigungspunktes gelegene Teil der Symmetriegeraden ergibt. 
Liegen jedoch die Verzweigungspunkte außerhalb y — 0, so sind die 
‚außerhalb y = 0 gelegenen Doppelpunkte der Kurven konstanter 
Dämpfung heranzuziehen. Für die Nullkurve waren diese Doppel- 
punkte durch die Gleichungen (15) und (16) des vorigen Abschnittes 
gegeben. Wenn r und y durch a und b ausgedrückt werden, findet 
man für den Fall r, = 1: 

| _ 8(6+1)—a 
Feen | 


2(b+1)—a ( a? 
2 — BN a Ep SE EEE (er 
a a Da) ae aa | 
Durch Anwendung der Substitutionen (2) und (3) ergeben sich die 
allgemeineren Formeln: 
za 8(b+ Uo?) —a 
ee 


= (Goran) (Tea) 


(11) 


(12) 
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Die Gleichungen in (12) stellen den Ort aller Punkte dar, in welchem 
zwei Dämpfungen einander gleich werden, wenn r und y in Abhängig- 
keit von u, betrachtet werden. Die Kurve läuft durch die beiden 
Verzweigungspunkte und ist daselbst abzubrechen, indem sie darüber 
hinaus isolierte Doppelpunkte darstellt. In Fig.9 sind die zu be- 
trachtenden Kurventeile punktiert eingezeichnet. Für 


a a 


schlieBen sich beide Kurventeile oberhalb der Verzweigungspunkte 
zusammen. In Fig. 9 ist b = re da a = 8, b= 2 ist. Zu einer 


Vorstellung von dem Verlauf der Dampfungen gelaugt man, wenn 
man sich zu der Nullkurve die Kurven konstanter Dampfung ein- 
gezeichnet denkt, was auf Grund der bestehenden konformen Ab- 
bildung leicht gelingt. Unter diesen Kurven befindet sich auch eine 
solche mit einem dreifachen Punkt. Der Wert von uw, welcher dieser 
Kurve zugeordnet ist, ergibt sich durch Nullsetzen des quadratischen 
Faktors in der zweiten Gleichung in (12): 


2 (b + u) —a = 0. (14) 
Unter der Bedingung a = 4b vereinfacht sich die Gleichung zu 
b: u? = 1, (15) 


und man folgert leicht, daB der in Fig.6 gegebene Kurvenverlauf 
vorliegt. Für Fig. 9 trifft die Bedingung (15) zu. Die Kurve kon- 
stanter Dämpfung, welcher der Wert u = Y2 = 1,4 zugeordnet ist, 
hat daher im Durchschnittspunkt der punktierten Kurven nicht nur 
einen dreifachen Punkt, sondern die beiden Schleifen berühren sich 
auch daselbst. Es ergibt sich daraus, daß unterhalb dieses Punktes 
die Dämpfungen der höheren und tieferen Frequenz mit wachsendem 
r bzw. —h, abnehmen, oberhalb dieses Punktes zunehmen. Die 
Dämpfung der mittleren Frequenz nimmt mit wachsendem r bzw. — h, 
stets ab, und zwar um so mehr, sobald die Dämpfungen der äußeren 
Frequenzen wachsen, wie aus der allgemein gültigen Beziehung 

ò, + Òa + Òs = hı + ha + hg (16) 
folgt. 

Unter den Kurven konstanter Dämpfung in Fig. 9 gibt es auch 
eine solche, welche in den beiden Verzweigungspunkten je eine Spitze 
hat. Dieser Kurve ist der Wert 

“= Vi+ V5 =18 (17) 
zugeordnet. Das Kriterium fiir diese Kurve warde bisher nicht ent- 


wickelt. Indem dies nachgeholt wird, können wir uns auf den Fall 
27* 
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der Nullkurve beschränken. Auf der Nullkurve werden Verzweigungs- 
punkte liegen, wenn die Gleichung vierten Grades für w in (5) Wurzeln 
von der Form 1 +iv hat. Wird ein solcher Ausdruck in (5) ein- 
gesetzt, so erhält man zunächst 


[(— v +r +b) + iolra +)? +aw@+b—1)—2iav=0. (18) 
Die Entwicklung des imaginären Anteils liefert eine Bestimmungs- 
gleichung für v?: 


tnt) =: (19) 


Setzt man diesen Wert in (18) ein, so erhält man 


— ar, + 2a(r +1)? (ra +b)—(n + 1)t (ra +b) = 0. (20) 
Aus dieser Gleichung folgt die Beziehung 


nr) + Dei +y ° (21) 


Yo + b 
Sobald b den Wert b, in c) (6) annimmt, wird v3 = 0. Die beiden 
Spitzen fallen zusammen in den Verzweigungspunkt zweiter Ordnung. 
Man bestätigt leicht, daß v? positive Werte erhält für b > bo. 
e) Erzeugung dreier Frequenzen. Von den aus drei 
Frequenzen zu bildenden Schwingungsvorgängen hat der Symmetrie- 
fall das Hauptinteresse. Dieser ist gegeben, wenn die beiden äußeren 


4y0V 


13\000CM 


Fig. 11. 


Frequenzen die gleiche Amplitude haben und der Frequenzunterschied 
zwischen diesen und der Mittelfrequenz der gleiche ist. Die Zu- 
sammensetzung der beiden äußeren Frequenzen liefert sodann eine 
voll ausgebildete Schwebung, deren Grundfrequenz in Übereinstimmung 
mit der Mittelfrequenz ist. Nunmehr sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
Im ersten Falle ist die eine Halbschwebung mit der Mittelfrequenz 
in Phase und die andere hat entgegengesetzte Phase. In der Technik 
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bezeichnet man diesen Schwingungsvorgang als „Modulation“, sobald 
die maximale Schwebungsamplitude nicht größer wird als die Ampli- 
tude der Mittelfrequenz oder „Trägerfrequenz*. Im zweiten Falle 


hat die eine Halbschwebung den Phasenunterschied = gegen die 
Mittelfrequenz, die andere Halbschwebung den Phasenunterschied — = 


2 
Der erste Fall kann durch Stoßerregung hergestellt werden, der zweite 
Fall durch anomale Rückkopplung. 


Die folgenden Betrachtungen knüpfen an die Schaltung in Fig. 11 
an. Sekundärkreis und Tertiärkreis besitzen die gleichen Dämpfungen 
und sind mit dem Primärkreis elektrisch gekoppelt, jedoch nicht unter 


sich gekoppelt. Im Falle gleich großer Kopplungen gilt die Gleichung 
c c 2cw 
g = W - — = w + ——' 
t ucin Tor t ety 
Der Vergleich mit der Funktion c) (1) zeigt, daß zu setzen ist: 


a = 2c, =y4 n=l, 


um die Ergebnisse der voraufgegangenen Abschnitte anwenden zu 
können. Die Änderung von b ist durch Änderung der Eigen- 
schwingungen von Sekundär- und Tertiärkreis vorzunehmen, und zwar 
ist der eine Kreis in demselben Maße höher zu stimmen, in welchem 
der andere tiefer gestimmt wird. Einfacher ist es, die Eigenschwingung 
des Tertiärkreises festzuhalten, die des Sekundärkreises schrittweise 
zu ändern und die des Primärkreises kontinuierlich zu ändern, wie in 
Fig. 11 angedeutet ist. Hierbei findet nur eine Änderung der Sym- 
metrielage y = 0 statt. Die Fig. 7 bis 10 veranschaulichen, wie bei 
konstanten a bzw. c und abnehmendem b bzw. y, die Hauptlösung in 
die Höhe gezogen wird. Um diesen Vorgang handelt es sich im 
folgenden. Wir beginnen zunächst mit dem Fall der Stoßerregung. 


Um außergewöhnliche StoBerregung herzustellen, ist in Fig. 11 
der Drossel ein Widerstand W vorzuschalten, wie im zweiten Teil 
der Untersuchung, Abschnitt c), Fig. 6 und 7, auseinandergesetzt ist. 
Dem Widerstand W wird eine Kapazität parallel gelegt, um das 
gleichzeitige Auftreten mehrerer Schwingungen zu ermöglichen. Bei 
Versuchen mit einem 10-Watt-Rohr hatte dieser Widerstand Werte 
von 7000 bis 10000 8. Ist zunächst der Sekundärkreis wesentlich 
tiefer gestimmt als der Tertiärkreis, so werden bei Veränderung der 
Primärkapazität zwei getrennte Bereiche von Schwebungen auftreten, 
indem der Primärkreis einerseits mit dem Sekundärkreis, andererseits 
mit dem Tertiärkreis in Resonanz kommt. Je höher der Sekundär- 
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kreis gestimmt wird, um so näher rücken diese Bereiche aneinander 
und wachsen schließlich zu einem Bereich zusammen, sobald gleiche 
Kopplungen vorhanden sind. In der Symmetrielage y = 0 findet so- 
dann der erste aus drei Frequenzen gebildete Symmetriefall statt. 
Sind die Kopplungen merklich verschieden, so findet ein Sprung von 
einer Schwebung zur anderen statt. Bei hinreichender Rückkopplung 
können in einem engen Bereiche auch alle drei Frequenzen auftreten, 
was an dem Geräusch erkannt wird, welches in einem mit der Anoden- 
leitung gekoppelten Telephon hörbar wird. Diese Erscheinungen 
können dazu dienen, um auf gleiche Kopplung einzustellen, und zwar 
wird die Einstellung um so genauer, je höher man die Hauptlösung 
zieht. Die in Fig. 11 angegebenen Kapazitätswerte sind einer solchen 
Einstellung entnommen. Die Berechnung der Kopplungen ergibt den 


||| a t 


Fig. 12. 


Wert 0,08. Bei dieser Kopplung besteht die Halbperiode der 
Schwebungen, welche bei abgestimmtem Primär- und Tertiärkreis 
und hinreichend verstimmtem Sekundärkreis auftreten, aus 1: 0,08 
= 12,5 Schwingungen. Wird auch der Sekundärkreis abgestimmt, 
so ist das System zweiwellig (y = 0) und besitzt die Kopplung 
0,08 y2. Die ganze Periode der auftretenden Schwebungen besteht 
in diesem Fall aus 12,5 . V2 — 17,5 Schwingungen. Die Anzahl der 
Schwingungen, welche auf die Periode des zu betrachtenden Schwin- 
gungsvorganges entfallen, wird zwischen diesen beiden Grenzen liegen. 
Von dem Vorgang habe ich drei Oszillogramme bei der Frequenz 
22.3000 aufgenommen. Das erste Oszillogramm, bei welchem die 
Periode aus 14 Schwingungen bestand, stellt den Grenzfall einer 
„Modulation“ dar, indem die Mittelfrequenz eine doppelt so große 
Amplitude hatte als eine von den beiden äußeren Frequenzen. Fig. 12 
ist eine Abzeichnung des zweiten Oszillogramms, bei welchem die 
Periode 15,5 Schwingungen umfaßte. Die obere Kurve stellt den Primär- 
strom, die untere den Anodenstrom dar. Für 53/, Schwingungen 
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findet eine Amplitudenumkehr statt. Die Amplitude der Mittelfrequenz 
verhält sich zur Amplitude der äußeren Frequenzen wie 3:4. Bei 
dem dritten Oszillogramm betrug das Amplitudenverhältnis 1:2. Die 
neu auftretende, in Fig. 12 angedeutete Spitzengruppe arbeitet der 
Mittelfrequenz entgegen und verdrängt diese, sobald sie größer wird. 
Das Ausscheiden der Mittelfrequenz geht diskontinuierlich vor sich 
und wird daran erkannt, daß der Ton im Telephon um eine Oktave 
springt. Um die Angaben über die Versuche zu vervollständigen, 
so verhielten sich die Selbstinduktionen von Primär-, Sekundär- und 
Tertiärkreis wie 1:1,2:1,15. Die Dämpfungen von Sekundär- und 
Tertiärkreis waren nicht genau gleich. Das Dekrement betrug bei 
der Frequenz 227.3000 für den Sekundärkreis 0,05 und für den 
Tertiärkreis 0,06. 

Bemerkenswert ist, daß bei nahezu derselben Einstellung der 
Kreise eine andere Erscheinung hergestellt werden kann, welche keiner 
Abänderung der Rückkopplung bedarf. Wird der Widerstand W in 
Fig. 11 fortgelassen, und gelingt es, durch Verkleinerung von y, die 
Hauptlösung hinaufzuziehen, bis das Gebiet erreicht ist, in welchem 
die Dämpfungen der beiden äußeren Frequenzen mit wachsender 
Röhrensteilheit wieder zunehmen, so wird die aus den äußeren 
Frequenzen gebildete Schwebung, sobald sie anläuft, nicht durch- 
brechen, sondern es werden sich alle drei Frequenzen zugleich aufrecht- 
erhalten. Es handelt sich um den oben erwähnten zweiten Fall, in 
welchem die Amplitudenschwankungen des Primärstromes zu einem 
Minimum werden. Die Herstellung der drei Frequenzen wird bei 
den in Fig. 11 gegebenen Abstimmitteln auf folgende Weise möglich. 
Durch Tieferstimmen des Primärkreises kann man stets erreichen, 
daß sich die tiefere Frequenz einstellt. Man gibt dem Primärkreis 
wiederum eine höhere Eigenschwingung, bleibt indessen merklich 
unter der Eigenschwingung des Tertiärkreises, so daß die tiefere 
Frequenz aufrechterhalten bleibt. Durch Tieferstimmen des Sekun- 
därkreises kann man nunmehr erreichen, daß sich die Mittelfrequenz 
einstellt. Es kann bereits der aus den drei Frequenzen gebildete 
Vorgang eintreten, sobald die Sekundärkapazität wiederum verkleinert 
wird. In jedem Falle gelangt man an eine Stelle, bei welcher die 
Schwingung in die tiefere oder die höhere Frequenz umspringt. Wir 
nehmen an, daß der Primärkreis noch in solchem Maße gegen den 
Tertiärkreis tiefer gestimmt sei, daß die tiefere Frequenz zum 
Vorschein kommt. Für diesen Fall ist es nur notwendig, den Primär- 
kreis etwas höher zu stimmen und die am Sekundärkreis ausgeführte 
Operation zu wiederholen. Mehrere solche Versuche führen zu dem 
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Vorgang, sobald dieser bei den gewählten Verhältnissen überhaupt 
möglich ist. Je höher die Hauptlösung hinaufgezogen wird, um so 
intensiver wird der Vorgang, jedoch verkleinert sich der Bereich, 
innerhalb dessen sich die drei Frequenzen bei Veränderung der 
Primärkapazität aufrechterhalten, indem bei Vergrößerung der Kapa- 
zität die tiefere Frequenz, bei Verkleinerung die höhere Frequenz 
durchbricht. Der Bereich reduziert sich schließlich auf Null, indem 
entweder die tiefere oder die höhere Frequenz durchbricht. Beim 
Zuschalten des Widerstandes W in Fig.11 stellt sich entweder die aus 
den beiden äußeren Frequenzen gebildete Schwebung ein, indem die 
Mittelfrequenz ausscheidet, oder es bleiben die drei Frequenzen be- 


NM 


Fig. 13. 9:11:13. Fig. 14. 9:10:11. 


stehen, indem eine Phasenverschiebung der Schwebung gegen die 
- Mittelfrequenz um #/2 eintritt. 

Die Oszillogramme in Fig.13 und 14 behandeln den zweiten 
durch anomale Rückkopplung hervorgerufenen Vorgang. Diese wurden 
an der im ersten Teil der Untersuchung angegebenen Zweiröhren- 
anordnung in Fig. 2 aufgenommen. Die Anordnung, welche für 
tiefe Frequenzen besonders geeignet ist, diente daselbst‘ zur Unter- 
suchung der Schwebungen bei Stoßerregung. Der Ableitungswider- 
stand am Gitter des Hauptrohres lag in der Größenordnung .von 
10° Ohm. Verkleinert man indessen den Widerstand erheblich, etwa 
auf 3.106 Ohm bei Frequenz 27.100, während der Abriegelungs- 
kondensator 2000 cm beträgt, so wird die Schwingung in solchem 
Maße stabilisiert, daß Schwebungen der ersten Art ausgeschlossen 
sind. Unter diesen Bedingungen sind die Oszillogramme auf- 
genommen, und zwar zeigt Fig.13 den Fall, in welchem die drei 
Frequenzen im Verhältnis 9:11:13 stehen !), für Fig. 14 sind die Ver- 


1) Ks ist jedoch nicht notwendig, daß das Verhältnis der Frequenzen rational ist. 
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hältniszahlen 9:10:11. Die obere Kurve stellt den Primärstrom dar, 
die zweite den Strom des höher gestimmten Kreises, die dritte den 
des tiefer gestimmten Kreises, die vierte Kurve zeigt den Verlauf 
des Anodenstromes. In dem höher gestimmten System beobachtet 
man die aus höherer und mittlerer Frequenz gebildete Schwebung, 
in dem tiefer gestimmten System die aus tieferer und mittlerer 
Frequenz gebildete Schwebung. Der Oszillograph besaß nur zwei 
Schleifen, die genaue Zusammenstellung beider Aufnahmen wurde 
durch eine dritte Aufnahme vermittelt. Die Schwingungskreise waren 
magnetisch gekoppelt. Dabei ließ es sich nicht vermeiden, daß auch 
zwischen dem Sekundärkreis und dem Tertiärkreis eine lose Kopplung 
bestand. Die Symmetrie kann aber zufolge der Gleichungen (33) 
und (34) in Abschnitt c) wiederhergestellt werden (d’ = 0), sobald 
etwa die Kopplung zwischen Primärkreis und Sekundärkreis geändert 
wird. Die Symmetrie wird im Öszillographen daran erkannt, daß die 
beiden Maxima des Primärstromes innerhalb einer Periode des Vor- 
ganges gleich groß werden. 

Für den beschriebenen Vorgang sind Anodenwechselstrom und 
Anodenwechselspannung in Phase. Wird die primäre Rückkopplung 
durch eine sekundäre ersetzt, und der Tertiärkreis mit dem Sekundär- 
kreis gekoppelt, so sind nur zwei Schwingungen möglich, und zwar 
gibt es für jede der beiden Schwingungen einen stabilen und einen 
labilen Zustand, so daß sie auch Schwebungen miteinander bilden 
können. Die eingehende Untersuchung ergibt jedoch, daß bei diesem 
Vorgang die Phasenverschiebung zwischen Anodenwechselspannung 
und -strom einen wesentlichen Einfluß hat. Im folgenden soll eine 
auch in anderer Hinsicht interessante Entwicklung gegeben werden, 
welche zeigt, daß auch Schwebungen möglich sind, wenn Anoden- 
wechselspannung und -strom in Phase sind. 

f) Inselbildung bei Veränderung der Eigenschwingung 
des Tertiärsystems. Bisher wurde in der analytischen Unter- 
suchung nur die Eigenschwingung des Primärsystems als veränder- 
liche Größe betrachtet. Die Änderung der Eigenschwingung eines 
anderen Systems führt bei drei Kreisen zu neuen Ergebnissen. Zunächst 
greifen wir nochmals auf zwei Kreise zurück. In die allgemeinen 
Gleichungen von a) (10) und (11) für zwei Kreise setzen wir: 


h=h, y=” (1) 
und fiihren entsprechende Variablen ein: 
| zi = l +r, z, = iy. (2) 


Somit findet sich für den stationären Zustand die Gleichung 


r+W[l+i@—yYl+atbi=0. (3) 
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Durch Anwendung der linearen Transformation 


v =v — y, y = —y', (4) 
welche zu sich selbst reziprok ist und leicht geometrisch gedeutet 
werden kann, geht (3) über in die Gleichung b) (6), welche gilt, 
wenn die Eigenschwingung des Primärkreises geändert wird. Somit 
liefert die Veränderung der Eigenschwingung des Sekundärkreises 
nichts Neues. Die Beziehung zwischen r 
und y ist dieselbe, indem durch (4) nur 
eine Spiegelung an der r-Achse statt- 
findet. Die Gleichung (3) gibt indessen 
zu einer einfachen geometrischea Deutung 
Anlaß. Schreiben wir sie in der Form 


L+i@o—y) = SE", (5) 


IV 


r 


so durchlaufen bei Veränderung von y die 
Fig.15. Wertepaare von r und v zufolge der be- 
l | stehenden Kreisverwandtschaft einen Kreis. 
Die Entwicklung des reellen Anteils liefert die Gleichung eines 


Kreises, v2 + r? + bv— ra = 0, | (6) 
welcher durch den Koordinatennullpunkt hindurchgeht und den Punkt 
(- a 5) zum Mittelpunkt hat (Fig.15). Die Konstruktion des 


Wertes von y kann mit Hilfe der aus (3) folgenden Gleichung 


uy. + b 
1 5 (7) 
ausgeführt werden und ist in Fig.15 angedeutet. 
Die Betrachtung findet auf drei Systeme Anwendung. Wir gehen 
aus von der Gleichung 


a= w+ ae (8) 
Für den stationären Zustand ei 
c 
rtiy, = iv sg 9 
PuSo IT = 


Die Gleichung ist in den Variablen v,r,y; zu diskutieren. Durch die 
Substitution 


BER See 
ivt = = =r + iy (10) 
geht (9) über in 


(—r+r)+iy—wlfiti(2—*) |+2 50 ay 
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(10) stellt nichts anderes dar als die Gleichung für zwei Kreise bei 
Veränderung der Eigenschwingung des Primärkreises. Da nur elek- 
trische oder magnetische Kopplung vorausgesetzt ist, handelt es sich 
um die in Fig.12 des zweiten Teiles der Untersuchung gegebenen 
Kurven, welche die Abhängigkeit zwischen y und r’ und zwischen 
y und v darstellen. Für den Wert a = 1,5 sind die Kurven nochmals 
in Fig.16 wiedergegeben. Sie berechnen sich am einfachsten nach 
der Formel ii l 

ee v(l —r') = y. (12) 
Die Gleichung (11) kann mit (3) identifiziert werden, und man erhält 
für die Beziehung zwischen y und r—r’ einen Kreis, 


(y — n} + (r — r} — 5 r—r)= 0, (13) 


welcher die y-Achse berührt, da nur elektrische oder magnetische 
Kopplung vorausgesetzt ist. Diesen Kreis enthält Fig.16, und zwar 
ist gesetzt: y, = 0,5, c = 1,1, rs = 1. Für jeden Wert y sind durch 
die Kurven die zugehörigen Werte von v,r',r—r’, also auch r ge- 
geben. Den Wert von y; findet man zufolge (11) aus 
ee (14) 

13 r—r 
Führt man die Konstruktion aus, so erhält man Fig.17, in 
welcher die gesuchten Beziehungen zwischen y, und r und zwischen 
ys; und v wiedergegeben sind. Um den Kurvenverlauf näher zu er- 
läutern, beachte man, daß nur die ausgezogenen Kurventeile in 
Fig.16 in Frage kommen, welche durch orthogonale Projektion der Um- 
kehrpunkte des Kreises herausgeschnitten werden. Der Kreis in Fig. 16 
wird auf der y-Achse verschoben, wenn die Einstellung y, des Primär- 
kreises geändert wird. Gleitet der Kreis in Fig.16 nunmehr von 
rechts nach links und erreicht den ersten Umkehrpunkt der Schleifen- 
kurve, so bildet sich die Insel aus. Ist der Kreis an den zweiten 
Umkehrpunkt gelangt, so teilt sich die Insel in zwei Schleifen auf. 
Der Kreis in Fig.16 befindet sich in der Nähe dieses Umkehrpunktes, 
und Fig.17 läßt daher die Umbildung der zweiteiligen Kurve in 
eine einteilige Kurve, bestehend aus einer links liegenden größeren 
Schleife und einer rechts liegenden kleineren Schleife, erkennen. 
Innerhalb der Insel liegen drei Verzweigungspunkte der dreiblättrigen 
(r, ys)-Ebene, deren Verzweigungsschnitte, wie in Abschnitt d), sowohl 
nach Frequenzen wie nach Dämpfungen diskutiert werden können. 
Durchläuft man die Kurve, welche die Insel in Fig. 17 durch- 
setzt, von rechts nach links, so sind beim Eindringen in die Insel 
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die Vorbedingungen für das Zustandekommen von Schwebungen ge- 
geben. Solche Schwebungen treten bei geeigneten Rückkopplungs- 
graden auf, ihre Herstellung erfordert indessen einige Geduld, da es 
auf eine genaue Einstellung des Primärkreises und der Rückkopplung 
ankommt. | 

Wird die primäre Rückkopplung durch sekundäre Rückkopplung 
ersetzt, so kann der Kurvenzug, welcher die Insel durchsetzt, be- 


r!(r-r') 


q 8 


Fig. 17. 


Fig. 16. 


seitigt werden, und zwar ergibt sich nur bei bestimmten Einstellungen 
des Primärkreises und Änderung der Eigenschwingungen des Tertiär- 
kreises ein geschlossener Kurvenzug. Obschon diese Tatsache von 
Interesse ist, betrifft sie nicht den Gegenstand der Untersuchung. 

Die vorstehenden Ausführungen geben noch zu einer Bemerkung 
Anlaß. Die Bedingungen, unter denen Schwebungen auftreten, 
wurden angegeben. Wie in der Einleitung des ersten Teiles der 
Untersuchung hervorgehoben wurde, finden im allgemeinen, auch 
wenn beide Schwingungen den gleichen Rückkopplungsgrad aufweisen, 
Schwebungen nicht statt. Vielmehr bleibt bei Veränderung der Eigen- 
 schwingungen eines Systems die vorhandene Schwingung für einen 
bestimmten Bereich bestehen, auch wenn die andere mögliche 
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Schwingung wahrscheinlicher geworden ist. Diese Erscheinung be- 

zeichnet man in der Technik als „Ziehen“. Das Auftreten der 

Schwebungen macht begreiflich, daß eine umfassende analytische 

Behandlung der Erscheinung nicht ausführbar ist!. Um so be- 

merkenswerter ist der Fall des Umspringens von der einen in die 

andere Schwingung, welcher nur durch die hochgezogene Schwingung 

verursacht wird. Dieser von mir entdeckte Fall, welcher im zweiten 

Teile der Untersuchung in Abschnitt d) bereits berührt wurde, ist 

durch die Umkehrpunkte der aus 

dem linearen Ansatz hergeleiteten | 

Schleifenkurve gegeben. Von - 

diesem Vorgang habe ich später MANANA 

oszillographische Aufnahmen ge- UM 

macht, welche in Fig. 18 wieder- 

gegeben sind. Die Oszillogramme 

sind unter denselben Bedingungen {4 

wie die von Fig.13 und 14 auf- 

genommen und stellen den Strom 

im Primärkreise und den Anoden- 

strom dar. In dem oberen Oszillo- Fig. 18. 

gramm haben die beiden Kreise 

eine Kopplung, welche in der Nähe der kritischen Kopplung liegt, 

während das untere bei einer festeren Kopplung aufgenommen ist. 

Indem bei wachsender Rückkopplung von einem bestimmten Grade 

ab der Bereich zwischen den Umspringstellen nicht mehr zunahm, 

konnte geschlossen werden, daß die Umkehrpunkte erreicht wurden, 

und zwar besaß die Primärkapazität an den Sprungstellen für das 

obere Oszillogramm die Werte 0,277 + 0,004 uF, für das untere die 

Werte 0,278 + 0,023 uF. Für die festere Kopplung kann der Beweis 

auch durch Rechnung erbracht werden. Die Dämpfung des Sekundär- 

kreises und die Kopplung wurden oszillographisch bestimmt, indem 

einerseits eine abklingende Schwingung aufgenommen wurde (Oszillo- 

gramm in Fig.3a des ersten Teiles), andererseits die Schwebungen 

im gekoppelten System bei abgestimmten Kreisen. Aus den Werten 

o = 0,09, k = 0,08, 4 C, : C, = 0,083 

kann durch Konstruktion der zugehörigen Schleifenkurve die Rich- 

tigkeit der Behauptung erwiesen werden. Die Oszillogramme zeigen 
1) Unter besonders einfachen Annahmen hat B. van der Pohl eine analy- 

tische Begründung des metastabilen Gebietes gegeben. Phil. Mag. 43, 700, 1922. 

Die Berücksichtigung der fünften Oberschwingung liefert das Ergebnis, daß 


auch bei Gittervorspannung mittels Batterie Schwebungen möglich sind. Solches 
wäre bei schnellen Schwebungen innerhalb der Kohärenzbereiche denkbar. 
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die Diskontinuität des Vorganges bezüglich der Frequenz, indem bei 
dem ersten Oszillogramm nach der Amplitudenzunahme noch eine 
schwache Amplitudenabnahme erfolgt, bei dem zweiten Oszillogramm 
eine mehrfache Amplitudenänderung zu erkennen ist. Einen noch 
schärferen Beweis für diese Diskontinuität stellen die durch anomale 
Rückkopplung erzeugten Schwebungen dar. Selbst unterhalb der 
kritischen Kopplung können bei geeigneten Rückkopplungsgraden 
noch Schwebungen erzeugt werden. Fig. 19 erläutert 
dies. Die links vom Verzweigungspunkte eingezeichnete 
Ordinate schneidet die Kurve in zwei Punkten, welche 
verschiedenen -Schwingungen angehören. Indessen 
treten die Schwebungen nur bei geeigneten Rück- 
kopplungsgraden auf, und es bleibt hinzuzufügen, daß 
die beiden Schwingungen, sobald sie gleichzeitig vor- 
handen sind, in Abhängigkeit von der Rückkopplung 
sich auch bezüglich ihrer Frequenz gegenseitig be- 
_ einflussen. Die im ersten Teil wiedergegebenen Oszillo- 
gramme, welche innerhalb der Kohärenzbereiche bei starken Rück- 
kopplungen aufgenommen sind, bestätigen dies. 


S 


Fig. 19. 


Berlin, 29. März 1924. 
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Über eine Art der Sekundärstrahlung der y-Strahlen. 
Von D. Skobelzyn in Leningrad (Rußland). 
(Vorläufige Mitteilung.) (Eingegangen am 15. April 1924.) 


Die »-Strahlen des Radiums wurden mit Hilfe der Methode von 
C. T. R. Wilson untersucht. Es wurde die Elektronenemission mit 
einer Reichweite von der Ordnung eines oder mehrerer Zentimeter 
beobachtet. Die Resultate dieser Beobachtungen stehen in einem 
vollen Einklange sowohl mit den Folgerungen der Debye-Compton- 
schen Theorie der Streuung, welche zur Annahme der Existenz 
eines „Rückstoßes“ führt, als auch mit den Beobachtungen von 
Wilson und Bothe, die die betreffende Erscheinung im Falle 
harter Röntgenstrahlen beobachtet haben. 


Die Wilsonsche Methode, mit deren Hilfe die Frage nach der 
Absorption der Röntgenstrahlen vor 12 Jahren endgültig beantwortet 
wurde, gibt uns gegenwärtig die Möglichkeit, dem Verständnis des 
elementaren Mechanismus der Zerstreuung der Strahlungsenergie 
näher zu kommen — ein Problem, dessen grundlegende Bedeutung 
allgemein anerkannt ist. 

Die Absorption eines Energiequantums der Röntgenstrahlung wird 
von dem Ausschleudern eines Elektrons begleitet. Die Geschwindig- 
keit des ausgeschleuderten Elektrons entspricht der Einsteinschen 
Gleichung; sie genügt zur Ionisierung des Gases durch das Elektron 
auf einer Weglänge von der Ordnung eines oder mehrerer Zentimeter. 
Während der Zerstreuung eines Strahlungsquantums wird, nach der 
Debye-Comptonschen Theorie, dem Elektron ebenfalls eine Ge- 
schwindigkeit mitgeteilt, die aber im Falle der Röntgenstrahlen klein 
ist im Vergleich zu der Geschwindigkeit der Elektronen, welche ein 
ganzes Quant der Strahlungenergie erhalten haben (der Photo- 
elektronen); sie kann durch die photographische Methode von Wilson 
nur in dem Falle entdeckt werden, wo die Wellenlänge der Röntgen- 
strablung kleiner als 0,5Ä ist. In diesem Falle kommt auf den 
Wilsönschen Aufnahmen eine große Anzahl von Elektronen zum 
Vorschein, deren Weglängen gewöhnlich von der Größenordnung 
0,l mm sind und selbst für härteste Strahlung den Wert 1,5 mm nicht 
übertreffen !) („sphere tracks“, „fish tracks“). Diese Rückstoßstrahlung 
wurde auch von Bothe beobachtet). 

Der von Debye und Compton eingeführten Vorstellung über 
den Mechanismus der Zerstreuung liegt die Annahme der Existenz 


1) Proc. Roy. Soc. 104, 10, 1923. 
2) ZS. £. Phys. 16, 319; 20, 237, 1923. 
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eines „Rückstoßes* des die Zerstreuung hervorrufenden Elektrons 
zugrunde. Ein unmittelbarer Nachweis der Existenz dieses RiickstoBes 
kann an und für sich als eine wesentliche Bestätigung der Richtigkeit 
dieser Vorstellungen gelten. Jedoch kann die Erscheinung unter den 
Verhältnissen, in denen sie von Wilson beobachtet wurde, nicht mit 
der erwünschten Vollständigkeit untersucht werden. Die Weglänge 
des einen Rückstoß erleidenden Elektrons ist viel zu klein, um eine 
Prüfung der Folgerungen der Theorie zu ermöglichen. Speziell kann 
die Frage nach der Richtung des Rückstoßes nicht beantwortet werden, 
nämlich die Frage, ob der Rückstoß nur in der Richtung des ur- 
sprünglichen Strahles geschieht, wie es die Wilsonschen Aufnahmen 
anzudeuten scheinen, oder ob nicht vielmehr verschiedene Richtungen 
des Rückstoßes möglich seien. Wie es Wilson hervorhebt, ist die 
erstere Annahme sehr wohl mit der Vorstellung vereinbar, daß die 
Streuung eines Strahlungsquantums in der Form einer kontinuierlichen 
sphärischen Welle geschieht, wobei der gesamte Impuls des ursprüng- 


lichen Strahles, der den Wert -$r hat, an das Elektron abgegeben 


wird. Die korpuskulare Theorie von Debye-Compton, die dem 
Quant der zerstreuten Strahlung eine völlig bestimmte Richtung zu- 
schreibt, führt dagegen zu dem Schluß, daß der Rückstoß nicht nur 
in der Richtung des ursprünglichen Strahles, sondern auch in ver- 
schiedenen anderen Richtungen erfolgen kann, die mit der Richtung 
des primären Strahles einen Winkel bilden, der den Wert 90° nicht 
übertrifft. Die erwähnte Zweideutigkeit der möglichen Deutung der 
Tatsachen, die von der Theorie der Zerstreuung vorausgesagt und mit 
Hilfe der Wilsonschen Methode beobachtet sind, bezieht sich auch 
auf diejenigen Erscheinungen, welche zur Prüfung der Theorie auf 
spektroskopischem Wege dienen könnten. Auch in diesem Falle kann 
die grundlegende Tatsache, daß nämlich der Strahl infolge der Zer- 
streuung weicher wird, eine Tatsache, die als Ausgangspunkt der 
Comptonschen Berechnungen gedient hat, durch den Dopplereffekt 
erklärt werden, wenn man die Annahme von der sphärischen Wellen- 
form der Zerstreuung beibehält und die Übertragung des Impulses 


hv 
_—a das streuende Elektron annimmt!). 


Der Umstand, daß die von Wilson erhaltenen Resultate sich als 
unbefriedigend erweisen, ist dadurch bedingt, daß Wilson Röntgen- 
strahlen angewandt hat, deren Härte die „Grenzhärte* nur wenig 


1) Bauer, C. R. 177, 1031, 1923. 
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übertraf; unter Grenzhärte verstehen wir diejenige kleinste Härte, 
welche nötig ist, damit man die Erscheinung mit Hilfe der Wilson- 
schen Methode beobachten könne. Das einfachste Mittel, die Er- 
scheinung in einem sehr viel größeren Maßstabe zu beobachten, ist 
die Anwendung der y-Strahlen des Radiums. 

Die Möglichkeit der Anwendung der Methode der Kondeusations- 
kammer zur Untersuchung der betrachteten Erscheinung könnte viel- 
leicht auf den ersten Blick zweifelhaft erscheinen; die Erscheinung 
wird nämlich durch sehr harte Strahlen, die y-Strahlen, hervorgerufen; 
die letzteren wirken aber auf das Gas viel schwächer, als die weichen 
Röntgenstrablen. Hierzu ist folgendes zu bemerken. Freilich existiert 
ein großer quantitativer Unterschied zwischen den Strahlen beider 
Typen in bezug auf die Absorption; der Unterschied in bezug auf 
den durch Zerstreuung hervorgerufenen Effekt ist aber bei weitem 
nicht so wesentlich.: Der wahre Absorptionskoeffizient, der mit der 
dritten Potenz der Wellenlänge abnimmt, ist für y-Strahlen ganz 
unbedeutend. Der Unterschied zwischen den Streuungskoeffizienten 


ist dagegen bei weitem nicht so groß ¢ = 0,2 fiir Röntgenstrahlen 


und 5 = 0,04 für y-Strahlen ). 


Nach der neuen Streuungstheorie wird ein einzelnes Energiequant 
durch ein einziges Elektron zerstreut. Die Anzahl der Elektronen, 
die in einem gegebenen Gasvolumen während einer Zeiteinheit einen 
Rückstoß erlitten haben, ist also der Anzahl der in demselben Volumen 
zerstreuten’ Quanten gleich. Nimmt man die Anzahl der von 1 g 
Radium emittierten Quanten gleich 3,4.101° in der Sekunde!) und 
setzt man den Streuungskoeffizienten gleich 0,042), so kann man nach 
einer einfachen Rechnung die Anzahl der Elektronen bestimmen, die 
in einem gegebenen Volumen einen „Strahlungsstoß* erlitten haben. 
Diese rohe Berechnung ergibt für die Wilsonsche Kammer eine Zahl 
von der Ordnung 10 in 0,01 sec, falls ein Präparat von 30mg Radium 
in einem Abstand von 50cm von der Kammer sich befindet, eine Zahl, 
die für die Beobachtung und zum Photographieren völlig ausreicht. 

Im Falle der y-Strahlen, deren Wellenlänge von der Ordnung 
0,01 A ist, kann die dem Elektron durch den Rückstoß mitgeteilte 
Energie einen sehr beträchtlichen Wert annehmen; erfolgt der Riick- 


1) Rutherford, Rad. Subst., 8. 294. 
2) Nach der Comptonschen Theorie muß man in der obigen Rechnung d 


gleich 0,07 setzen. Compton, Phys. Rev. 21, 500, 1923. 
Zeitschrift für Physik. Bd. XXIV. 98 
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stoß in der Richtung des primären Strahls (d. h. ist der Streuungs- 
winkel gleich 180°), so ist die Energie von der Ordnung hy», d. b. 
von der Ordnung der Energie der ß-Strahlen. Die Weglänge dieser 
schnellen Elektronen übertrifft vielfach die Dimensionen der Wilson- 
schen Kammer, und die Untersuchung dieser Wege mit Hilfe der 
Kondensationsmethode würde schwierig sein. Nun ist aber nach der 
Comptonschen Theorie der Fall der Streuung unter einem so großen 
Winkel höchst unwahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit der Streuung 
erreicht vielmehr ihren größten Wert für kleine Winkel; die von 
Compton erhaltene empirische Kurve, die die Abhängigkeit der 
Intensität der Streuung von dem Streuungswinkel wiedergibt, und 
ebenso die von ihm theoretisch abgeleitete Kurve, zeigt, daß die 
betrachtete Wahrscheinlichkeit sehr stark mit der Zunahme des Winkels 
abnimmt. Für kleine Streuungswinkel ist die dem Elektron mitgeteilte 
Energie klein im Vergleich mit der Strahlungsenergie, wobei die 
Richtung des geschleuderten Elektrons nahezu senkrecht zur Richtung 
des Strahles ist. Ist z. B. der Streuungswinkel gleich 20°, so erhält 
das Elektron (im Falle A — 0,024 A) die Energie 0,06 hv, welcher 
eine Weglänge von etwa 4cm entspricht. 

- Aus dem oben Gesagten können wir den folgenden Schluß ziehen. 
Falls der Mechanismus der Streuung der Debye-Comptonschen 
Hypothese entspricht, darf man erwarten, daß in einem der Wirkung 
der y-Strahlen unterworfenen Gase mit Hilfe der Wilsonschen Methode 
eine Elektronenstrahlung kleiner Reichweite entdeckt werden kann. 

Wir haben den durch die y-Strahlen eines Radiumpräparats von 
0,03 Curie hervorgerufenen Effekt beobachtet, wobei wir uns eines 
nach den Wilsonschen Daten konstruierten Expansionsapparats be- 
dienten. Unter günstigen Umständen — wenn die adiabatische Aus- 
dehnung von keinerlei störenden Strömungen begleitet wird — kann 
die Erscheinung sehr deutlich auf visuellem Wege beobachtet werden, 
wenn dabei die Kammer durch ein genügend starkes Strahlenbündel 
von einem Lichtbogen beleuchtet ist. Zahlreiche visuelle Beobachtungen 
dieser Art wurden auch wirklich ausgeführt. Diese Beobachtungen, 
sowie die von uns erhaltenen photographischen Aufnahmen, haben 
mit voller Eindeutigkeit das Erscheinen zahlreicher durch die y-Strahlen 
im Gase erzeugter Elektronen festgestellt, deren Weglängen von 
Bruchteilen eines Zentimeters bis 8 bis 10 cm variierten. 

Die Resultate unserer Beobachtungen unterscheiden sich von Daten, 
die Wilson in seiner im Jahre 1912 erschienenen Schrift?) angibt. 


1) Proc. Roy. Soc. 87, 285, 1912. 
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Wilson schreibt nämlich: „the tracks in this case!) are doubtless 
those of ß-particles starting in the walls of the vessel“. 


Es scheint, daß die zitierte Behauptung eher als eine Annahme 
anzusehen ist, die keiner weiteren Prüfung unterworfen wurde. Die 
Wilsonsche Methode gibt selbstverständlich die Möglichkeit, die 
Frage zu beantworten, ob die das Gas ionisierenden Elektronen im 
Gase selbst oder in den Wänden des Gefäßes entstehen. Am deut- 
lichsten kann man sich in der unmittelbaren Wirkung der y-Strahlen 
auf das Gas in dem Falle überzeugen, wenn man ein genügend 
schmales Bündel von y-Strahlen anwendet und dieses Bündel auf 
solche Weise durch die Kammer durchgehen läßt, daß ihre obere 
Wand und der Kolben vor der Wirkung der y-Strahlen geschützt sind. 
Die Beobachtungen mit einem schmalen Strahlenbündel wurden auch 
tatsächlich vorgenommen. Das Bündel wurde durch einen Spalt in 
einem Stück Blei ausgesondert; die Breite des Spalts betrug 0,4cm 
und die Länge 35cm. Das Bündel ging in der Mitte zwischen den 
beiden horizontalen Wänden der Kammer hindurch, deren Abstand 
mehr als 3 cm betrug. Beide Wände waren somit: vollständig der 
Wirkung der y-Strahlen entzogen. In diesem Falle wurden im Zentrum der 
Kammer Elektronenbahnen beobachtet, deren Länge von der Ordnung 
eines Zentimeters war und die in einem bedeutenden Abstande von 
der Seitenfläche der Kammer begannen (die letztere war 16,5cm im 
Durchmesser). Längere Wege, von der Ordnung 8 bis 12cm, waren 
auch deutlich sichtbar; in der Mehrzahl der Fälle konnte man fest- 
stellen, daß sie im Gase entstehen. 

Die Beobachtungen mit einem schmalen Strahlenbüschel ermög- 
lichten auch festzustellen, daß der Effekt keineswegs der weichen 
sekundären Strahlung zugeschrieben werden kann, deren Quelle im 
Radiumpräparat selbst stecken konnte. Die Benutzung der Blei- und 
Kupferschirme bedeutender Dicke hat nämlich keine merkliche 
Änderung des Effektes hervorgerufen. | 

Vor kurzem haben wir begonnen, die Erscheinung zu photo- 
graphieren; die zurzeit erhaltenen Aufnahmen bestätigen mit voller 
Eindeutigkeit die oben angeführten Resultate der visuellen Beob- 
achtungen. 

Die Tatsache, daß im Falle der Ionisation durch y-Strahlen die 
Wege der ionisierenden Teilchen meistens im Gase selbst beginnen, 
kann unmittelbar durch Beobachtung dieser Wege mit Hilfe der 


1) Im Falle der Ionisierung durch y-Strahlen. 
28* 
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Kondensationsmethode festgestellt werden. Die Wirkung der Wände 
des Gefäßes scheint unbedeutend zu sein). 

Dasselbe läßt sich auch in bezug auf die Wirkung der y-Strahlen 
auf das Elektroskop oder die Ionisierungskammer behaupten, falls die 
Wände dieser Apparate aus Glas oder aus leichten Metallen bestehen. 
Diese Behauptung wird durch unmittelbare Messungen bestätigt. So 
hat z. B. Eve?) die durch y-Strahlen hervorgerufene Ionisation mit 
Hilfe eines Elektroskops gemessen, dessen Wände aus einem sehr 
dünnen Aluminium (etwa 0,003 cm Dicke) bestanden, das in bezug 
auf die Absorption der ß-Strahlen einer Luftschicht von 1 cm Dicke 
entsprach. Dieses Elektroskop konnte in einem Aluminiumzylinder 
von 1 mm Dicke angebracht werden. Durch Verwendung des Alu- 
miniumzylinders wurde aber die lonisierung nur auf 5 Proz. erhöht. 
W.H.Bragg?°), Laby und Kaye‘) u. a. sind zu einem entgegen- 
gesetzten Schluß gelangt: sie nahmen an, daß die das Gas ioni- 
sierenden Elektronen in den Wänden des Gefäßes erzeugt werden. 
Die genannten Autoren sind jedoch zu diesem Schluß auf einem 
indirekten Wege gekommen, indem sie die Abhängigkeit der Ionisation 
im Gase von dem im Gase herrschenden Druck untersuchten. Sie 
gingen von der Tatsache aus, daß die Ionisierung näherungsweise 
linear mit dem Druck wächst, sowie von der Annahme, daß die durch 
y-Strahlen dem Elektron mitgeteilte Geschwindigkeit von der Ordnung 
derjenigen der am stärksten eindringenden ß-Strahlen ist. Eine an- 
nähernde lineare Abhängigkeit ist aber auch in dem Falle zu erwarten, 
wenn die sekundäre Elektronenstrahlung im Gase selbst entsteht, falls 
nur die Weglänge der Mehrzahl der ionisierenden Partikel kleiner als 
die Dimensionen des Gefäßes ist, was nach unseren Beobachtungen 
auch wirklich stattfindet. 

Erscheinen die Elektronen im Gase beim Durchgang von y-Strahlen, 
wobei die Geschwindigkeit der Elektronen von der Ordnung der- 

1) Einen sehr bedeutenden Einfluß der Wände des Gefäßes könnte man 
in dem Falle erwarten, wo die y-Strahlen sehr schnelle Elektronen, wie z. B. 
f-Partikeln, erzeugen, mit einer Weglänge (in der Luft) von der Ordnung mehrerer 
Dezimeter. In der Wilsonschen Kammer würde man in diesem Falle das Auf- 
treten einer großen Anzahl nahezu geradliniger Wege zu erwarten haben, die 
die Kammer in verschiedenen Richtungen durchkreuzen (die Aufnahmen der 
Elektronenbahnen dieser Art sind in der neuen Arbeit von Wilson angeführt). 
Für die tatsächlich beobachtete Erscheinung ist der Umstand charakteristisch, 
daß die Nebelfaden eine sehr bedeutende Krümmung besitzen und größtenteils 
innerhalb der Kammer mit einer eigenartigen Verdickung und mit einer Schleife 
endigen. Die geradlinigen Wege kommen bedeutend seltener vor. 

2) Phil. Mag. 22, 534, 1911. 


3) Ebenda 20, 385, 1910. 
t) Ebenda 16, 879, 1908. 
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jenigen eines gewöhnlichen Kathodenstromes ist, so wird diese Er- 
scheinung durch die Wilsonsche Methode auch wirklich aufgedeckt 
und ermöglicht eine unmittelbare Prüfung der Folgerungen der 
Theorie. Das Studium der Verteilung der Anfangsgeschwindigkeiten 
der Elektronen bildet den Gegenstand der weiteren Untersuchung. 
Jedoch können wir schon jetzt behaupten, daß in der Regel die 
Richtungen der Elektronen keineswegs mit derjenigen der y-Strahlen 
zusammenfallen, wie es sein müßte, wenn der Mechanismus der Zer- 
streuung den klassischen Vorstellungen entspräche In vielen Fällen 
haben wir Elektronen beobachtet, die in einer Richtung ausgeschleudert 
wurden, welche zu derjenigen der y-Strahlen näherungsweise senkrecht 
ist (entsprechende Aufnahmen sind auch schon erhalten). Es scheint, 
daß gerade eben diese Richtung die vorherrschende Richtung ist. 


Zusammenfassung. 


Beim Durchgang eines Bündels von y-Strahlen durch die Wilson- 
sche Wolkenkammer wurden im Gase Elektronen beobachtet, deren 
Geschwindigkeit einer Weglänge von der Ordnung einiger Zentimeter 
entspricht. Diese Geschwindigkeit ist sehr viel kleiner als diejenige, 
welche man nach der Einsteinschen Gleichung im Falle des photo- 
elektrischen Effektes der y-Strahlen erwarten könnte. 

Die betrachteten Richtungen der Anfangsgeschwindigkeiten der 
Elektronen fielen im allgemeinen nicht mit der Richtung der y-Strablen 
zusammen. 

Die Resultate unserer Beobachtungen, sowie derjenigen von 
C. T. R. Wilson (seine Aufnahmen zeigen im Falle harter Röntgen- 
strahlen die Anwesenheit sehr kurzer Weglängen) können durch die 
Annahme eines „Rückstoßes“ erklärt werden, den das Elektron als 
Resultat der Zerstreuung eines Strahlungsquantums erfährt. Die Beob- 
achtungen von Wilson kann man wohl mit der Annahme, die Zer- 
streuung geschehe in Form einer sphärischen Welle, in Einklang 
bringen; unsere Beobachtungen dagegen widersprechen dieser Annahme 
und stimmen, wie es scheint, vielmehr mit den Folgerungen der 
Debye-Comptonschen Tbeorie überein. 


Leningrad, Physik. Lab. d. Polytechn. Institutes, 6. April 1924. 
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Zur 
Methodik der Messungen der kritischen Spannungen. 


Von Lydia Inge und Alexander Walther in Leningrad. 
| (Eingegangen am 15. April 1924.) 


Um die Frage zu beantworten, ob die Dichte der bei den Messungen 

der kritischen Spannungen gebrauchten Netze auf die beobachteten 

Werte dieser kritischen Spannungen einen Einfluß ausüben könnte, 

wurde eine Reihe von Messungen unternommen. Es ließ sich aber 
kein Einfluß feststellen. 


Unlängst hat Semenoff darauf hingewiesen 1), daß die experi- 
mentell gefundenen Werte der kritischen Spannungen mit Fehlern 
behaftet sein können, da die feine Struktur der bei den entsprechenden 
Messungen vorhandenen elektrischen Felder außer acht gelassen wurde. 
Es ergab sich nämlich die Frage, inwiefern der Energiezuwachs, den 
die Ionen in einem von Drahtnetzen gebildeten elektrischen Felde 
erhalten, mit der an diese Netze angelegten Spannungsdifferenz über- 
einstimmte. Es war zu erwarten, daß die Mehrzahl der Ionen einen 
' etwas abweichenden Energiezuwachs bekam. Um diese Frage zu 
beantworten, wurde von uns eine Untersuchung der elektrischen Felder 
der Drahtnetze unternommen 2), wobei es sich herausstellte, daß diese 
Abweichungen unter den Bedingungen, unter denen die Messungen 
der kritischen Potentiale gewöhnlich ausgeführt werden, mehrere Pro- 
zente erreichen können. 

Die weiter sich darbietende Frage wäre dann experimentell 
herauszufinden, in welchem Maße die gefundenen Werte der kritischen 
Potentiale von der Art der verwendeten Netze abhängen. 

Vom theoretischen Standpunkte aus mußte man einen asymptoti- 
schen Gang der lonisationskurve erwarten, und zwar aus zweierlei 
Gründen: | | 

1. Bei Steigerung des die ionisierenden Elektronen beschleuni- 
genden Feldes bekommen zuerst nur sehr wenige, dicht an den das 
Netz bildenden Drähten vorbeigeflogene Elektronen die nötige Energie, 
um ionisieren zu können. Die Anzahl dieser schnelleren Elektronen 
wird bei weiterer Steigerung des beschleunigenden Feldes allmählich 
größer und ebenso allmählich muß auch die Ionisationskurve steigen. 


1) Z8. £. Phys. 19, 31, 1923. 
2) Ebenda 19, 192, 1923. 
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Einen steilen Aufstieg können wir nur dann erwarten, wenn 
nahezu alle Elektronen die für die Ionisation nötige Energie besitzen 
werden, d. h. bei einem Wert der angelegten Spannungsdifferenz, 
der von der Ionisationsspannung um mehrere Prozente abweichen kann. 

2. Die Niveauflächen dicht am Netz sind nahezu geschlossene 
Zylinderflachen, und nur innerhalb des von ihnen eingeschlossenen 
Raumes können die schnelleren Elektronen existieren und ionisieren. 
Dieser Raum ist anfänglich verschwindend klein und wächst dann 
allmählich bei Steigerung der Spannung. 

Die Steilheit des Aufstieges der Jonisationskurve muß in hohem 
Grade von der Dichte der verwendeten Netze abhängen. Es ließ 
sich deshalb erwarten, daß man bei verschiedenen Netzen verschiedene 
Werte für die Ionisationsspannungen erhalten konnte. 

Um zu prüfen, ob solch ein Einfluß vorhanden ist, wurde von 
uns eine Reihe von Messungen der Ionisationsspannungen in Dampfen 
von Hg und Cd ausgeführt, wobei die Dichte der Netze in weitem 
Grade verändert wurde (von 0,2mm Drahtdurchmesser und 0,8mm 
Maschenweite bis zu 0,5 mm Durchmesser und 2 mm Maschenweite). 
Die Ionisationsspannungen wurden sowohl nach der Methode von 
Franck, als auch nach derjenigen von Goucher gemessen. Da der 
Effekt besonders scharf bei niederen Dampfdrucken hervortreten 
mußte, arbeiteten wir bei einem Druck von 0,01 bis 0,0005 mm Hg. 

Wider jegliche Erwartung bekamen wir für Hg als Wert der 
Ionisationsspannung bei allen Netzen und beiden Anordnungen ein 
und denselben Wert — 10,4 + 0,1 Volt. Für Cd ergab sich der 
Wert von 9,0 + 0,1 Volt. Die Kurven zeigten auch keineswegs einen 
asymptotischen Gang. Bis zum Wert der lonisationsspannung war 
der Strom verschwindend klein, zeigte dann eine scharf ausgeprägte 
sprungartige Vergrößerung, und stieg wieder allmählich an, so daß, 
wenn man die Voltachse um den Wert des Sprunges nach oben ver- 
schob, man den erwarteten asymptotischen Gang bekam. Je dichter 
das Netz war, das man benutzte, um so größer war der Sprung und 
um so steiler stieg nach ihm die Kurve an. 

Wenn auch die Ursache dieses sprunghaften Einsetzens des 
Ionisationsstromes gänzlich unbegreiflich bleibt, läßt sich dennoch aus 
unseren Beobachtungen aller Wahrscheinlichkeit nach schließen, daß der 
gesuchte Effekt für Hg und Cd nicht existiert. Wahrscheinlich trifft 
dies auch für die anderen Stoffe zu. Die bisher vollführten Messungen 
der kritischen Potentiale bedürfen also in dieser Hinsicht keiner 
Korrektur. 

Leningrad, Physikalisch- Technisches Röntgeninstitut, März 1924. 
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Die Zahl der von Radium ausgesendeten «-Teilchen. 
Von Victor F. Hess in Graz und Robert W. Lawson in Sheffield. 
(Eingegangen am 16. April 1924.) 


Die von Geiger und Werner kürzlich veröffentlichte Neubestimmung 
der Zahl der von 1g Radium pro sec ausgesandten Zahl der «-Teil- 
chen wird einer eingehenden Kritik unterzogen. Es werden drei 
Haupteinwände vorgebracht und begründet. Die Autoren schließen, 
daß der von Geiger und Werner erhaltene Wert zu niedrig ist und 
daß die von ihnen selbst im Jahre 1918 erhaltene Zahl (3,72. 1010) 
nicht weit ab vom richtigen Werte liegen kann. Einwände von 
Geiger und Werner gegen die zuletzt erwähnte Bestimmung werden 
als nicht zutreffend zurückgewiesen. 


Vor kurzem haben H. Geiger und A. Werner!) in dieser Zeit- 
schrift die Resultate der von ihnen mittels der Szintillationsmethode aus- 
geführten Neubestimmung der Zahl der von 1g Radium pro Sekunde 
ausgesendeten Zahl von &-Teilchen veröffentlicht. Sie finden für 
diese Zahl den Wert 3,4.101%. Dieser stimmt mit der von E. Ruther- 
ford und H. Geiger?) ursprünglich gefundenen Zahl überein, weicht 
aber von dem später von Rutherford®) angegebenen korrigierten 
Werte (3,57.1010%) ab und differiert ganz beträchtlich von dem von 
uns‘) im Jahre 1918 gefundenen Werte 3,72.1010. 

Angesichts dieser Unstimmigkeit möchten wir uns erlauben, im 
folgenden einige Bemerkungen zur Arbeit von Geiger und Werner 
zu veröffentlichen, insbesondere da wir am Beginne unserer langen 
Experimentalarbeit zu Resultaten gelangten, die durchaus ähnlich 
denen Geigers und Werners sind; erst nach längerer Fortsetzung 
unserer Beobachtungen und nach Vornahme zahlreicher Verbesserungen 
an unserem Apparat konnten wir der mannigfachen experimentellen 
Schwierigkeiten Herr werden und gleichmäßig höhere Werte erhalten. 

Nach sorgfältigster Durchsicht des nun vorliegenden gesamten 
Beobachtungsmaterials sind wir auch jetzt noch der Ansicht, daß 
unser Wert 3,72.1010 nicht weit ab vom wahren Wert liegen muß, 
und wir möchten im folgenden die Gründe auseinandersetzen, welche 
dafür sprechen, daß Geigers und Werners Wert (3,4.1010) zu 
niedrig ausgefallen ist. 


1) ZS. £. Phys. 21, 187—203, 1924. 
2) Proc. Roy. Soc. (A) 81, 141, 1908. 
3) Phil. Mag. (6) 28, 320, 1914. 

4) Wien. Ber. 127 [2a], 405, 1918. 
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§ 1. Bemerkungen über die von Geiger und Werner be- 
nutzten Präparate. Wegen der mit der Benutzung kurzlebiger 
radioaktiver Präparate (Ra C) verbundenen Schwierigkeiten entschieden 
sich Geiger und Werner dafür, kleine kegelförmig gestaltete 
Emanationsbehälter mit Glimmerfenster zu verwenden, ähnlich wie 
sie früher in Rutherfords Laboratorium in Manchester in Anwendung 
kamen. Der Kegel selbst bestand aus Messing, war auf Hochglanz 
poliert (Volumen etwa 10 cmm) und war an seinem Scheitel mit 
einem feinen Platinröhrchen (Linge 5 bis 6 mm, Durchmesser 0,1 mm) 
mittels Hartlots verbunden, an dessen anderem Ende das Glasröhrchen 
angeschmolzen wurde, welches zur Emanationsquelle führte. Diese 
kleinen kegelförmigen Behälter wurden mit Radiumemanation und 
den übrigen abgepumpten Gasen bei einigen Zentimetern Druck 
gefüllt und dann das Glasröhrchen dicht an der Platinkapillare zu- 
geschmolzen. Das Volumen der letzteren war etwa 1 Proz. des 
Trichtervolumens und wurde als „toter Raum“ in Rechnung gezogen. 

Uns erscheint die Benutzung derartiger Behälter bei Zählversuchen 
anfechtbar aus folgendem Grunde: Wie wohl bekannt, enthält Platin 
nicht unbeträchtliche Mengen okkludierter Gase, die durch Erhitzen 
teilweise sogar schon bei 100°C ausgetrieben werden können. Beim 
Abkühlen des Platins in einem gashaltigen Raum beginnt es wieder 
Gas zu okkludieren, zuerst rasch, dann immer langsamer im Verlaufe 
einiger Zeit. Bei den Geiger-Wernerschen Emanationsbehältern 
wird nun die Platinkapillare während des Abschmelzens notwendiger- 
weise erhitzt, und während dieses Prozesses werden merkliche Mengen 
okkludierter Gase in den Kegel übertreten, in dessen Innern 
ja auch kleiner Druck herrscht. Während des Abkühlens wird dann 
das Platinröhrchen Gas aus dem Kegelraum wieder okkludieren, und 
so wird etwas Emanation aus dem Kegelraum verschwinden. Man 
braucht nur anzunehmen, daß etwa 0,05cmm des Gasgemisches (bei 
normalem Druck und normaler Temperatur) in dieser Weise ver- 
schwinden, um die Diskrepanz von 10 Proz. zwischen unseren und 
Geigers und Werners Zählungen zu erklären: denn die okkludierte 
Emanation würde wohl (wenigstens zum größten Teil) bei Bestimmung 
der Emanationsmenge nach der y-Strahlmethode wirksam sein, während 
sie bei den Zählungen gänzlich unwirksam ist. Es mag wohl sein, 
daß dieser Effekt kleiner ist als 10 Proz. Aber jedenfalls wird eine 
nicht unbeträchtliche Emanationsmenge auf diese Weise für die 

Zählung verloren gehen, und man müßte erwarten, daß der okkludierte 
_ Bruchteil mittels der y-Strahlmethode leicht nachgewiesen werden 
könnte. 
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Soweit in Geigers und Werners Arbeit längere Beobachtungs- 
reihen erwähnt sind, haben wir auch das folgende graphische Ver- 
fahren angewendet: Wir zeichneten als Ordinaten die Zahl Z der 
&-Teilchen pro Gramm Radium und pro Sekunde, als Abszisse die 
von den Autoren angegebene Stärke des Präparates in Millicuries. 
Die mittlere Kurve, die sich so für die RaC-Bestimmungen mittels 
der Präparate K und O (nach Geigers und Werners Bezeichnung) 
ergibt, bestätigt die Anschauung, daß außer dem normalen radio- 
aktiven Zerfall noch etwa 1 Proz. der Emanation (mit den anderen 
Gasen) pro Tag verschwand, d.h. für die Zählung unwirksam wurde. 
Auch die Ra-Emanationsbestimmungen mit den Präparaten O und 
L nach Geiger und Werner lassen eine Verminderung der 
Emanationsmenge mit der Zeit, wenn auch weniger deutlich, erkennen. 
Das übrige Zahlenmaterial reicht für die graphische Untersuchung 
dieser Art nicht aus. Man könnte natürlich auch annehmen, daß das 
Glimmerfenster nicht vollständig gasdicht war, aber nach dem Mit- 
geteilten ist es wobl wahrscheinlicher, daß das Verschwinden der 
Emanation durch langsam fortschreitende Okklusion im Platin bewirkt 
wurde. Angesichts dieses Resultats erscheint es durchaus möglich, 
daß bei der anfänglichen Abkühlung des Platinröhrchens mehrere 
Prozent der vorhandenen Emanationsmenge durch Okklusion ver- 
schwanden (vgl. den vorherigen Abschnitt). 


Es ist sehr schade, daB Geiger und Werner das Radium- 
äquivalent ihrer Präparate im allgemeinen nur je einmal bestimmten 
und die bei späteren Versuchen anwesende Emanationsmenge nur 
nach der Zerfallskurve der Emanation berechneten. Bei wiederholter 
experimenteller Bestimmung wäre im Sinne unserer Ausführungen 
exakte Nachprüfung aller Versuche möglich gewesen. 


Es ist von Interesse, darauf hinzuweisen, daß Geigers und 
Werners Resultat mit (Ra Em — Ra A — Ra C) als Strahlungsquelle 
(3,391 .1010) um ungefähr 1,6 Proz. höher ist wie das mit RaC allein 
als Strahlungsquelle (3,336 . 1010). Während die Emanation im ganzen 
Volumen des Trichterchens verteilt ist (bei niedrigem Druck), wird 
der aktive Beschlag (Ra A, RaB, RaC) durch den Rückstoß beim 
Atomzerfall in die Wände des Behälters hineingehämmert in Tiefen, 
die von Null bis zur doppelten Reichweite der Rückstoßatome Ra A 
und RaB im Wandmaterial variieren. Leichte Zerstreuungs- und Ab- 
sorptionseffekte sind hierbei unvermeidlich, und wir glauben, daß die 
Korrektur hierfür eher 2 Proz. betragen wird als 1 Proz, wie Geiger 

* und Werner vorschlagen. 
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82. Bemerkungen über die Szintillationsschirme. Geiger 
und Werner haben bei der Bereitung des Zinksulfids für ihre Schirme 
große Sorgfalt beobachtet. Sie fanden bei Prüfung von einzelnen 
Kriställchen, daß unter 600 ungefähr 590 auf «-Strahlen reagierten. 
Bei Berücksichtigung der Größe der unempfindlichen Kristalle finden 
sie, daß ungefähr 99,6 Proz. ihres Zinksulfids auf «-Teilchen reagieren. 


Diese individuelle Prüfung der Kristalle ist aber offenbar mit 
trockenem Zinksulfid obne Bindemittel gemacht worden, und es ist 
sehr fraglich, ob sie dieselbe fast ausnahmslose Empfindlichkeit der 
Einzelkristalle gefunden hätten, wenn sie dieselben nach Anfeuchtung 
mit Ricinus- oder Terpentinöl (dem von ihnen gewählten Binde- 
mittel) untersucht hätten. Es ist ja eine in der technischen Bereitung 
radioaktiver Leuchtmassen wohlbekannte Tatsache, daß alle Binde- 
mittel, auch wasserfreie Lacke oder Öle, eine starke Reduktion der 
Flächenhelligkeit auf 30 Proz., ja selbst auf 20 Proz. der Leuchtkraft 
des reinen Pulvers hervorbringen, sogar dann, wenn nur minimale 
Mengen des Bindemittels verwendet werden. Und dies rührt sicher 
nicht so sehr von einer Reduktion der Helligkeit jeder einzelnen 
Szintillation her, als vielmehr von einer Verringerung der Gesamt- 
zahl der wirksamen Treffer von «-Strahlen auf die Kriställchen. 


Daher ist es, obschon Geiger und Werner eine Schätzung der 
nicht von Zinksulfid bedeckten, also wirksamen Schirmfläche geben, 
sehr zweifelhaft, ob sie berechtigt waren anzunehmen, daß die 
Szintillationsfähigkeit ihrer Schirme fast 100 Proz. betrug. Bisher 
hat man Schirme mit einer Szintillationsfähigkeit von 90 Proz. schon 
als annähernd optimal betrachtet. 


§ 3. Bemerkungen zur Zählmethode. Geiger und Werner 
haben eine eigenartige Methode zur Ermittlung der wahren Zahl der 
Szintillationen aus den Beobachtungen ersonnen, welche sehr geist- 
reich ist, aber jedenfalls zur Kritik Anlaß gibt. 

Die Beobachtungen wurden in der Weise ausgeführt, daß gleich- 
zeitig von zwei Beobachtern die Szintillationen auf der Vorder- und 
Rückseite des Schirmes gezählt wurden. Es wird die vollkommen 
berechtigte Annahme gemacht, daß der erste Beobachter nur einen 
Bruchteil A, der wirklichen Zahl N, der zweite Beobachter einen 
anderen Bruchteil A, der wahren Zahl N wirklich sieht und zählt. 
Die von den Beobachtern gezählten Szintillationen sind daher 


NN und N, = A. N. 
Im Mittel werden nun diese Faktoren A,, Å für jeden einzelnen 
Beobachter ziemlich konstant sein, aber eg ist ebenso sicher, daß 
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für jeden Beobachter das A von Tag zu Tag nicht unerheblich 
variieren wird. 

Eine noch größere Unsicherheit involviert die von Geiger und 
Werner gewählte Methode zur Ableitung der wahren Zahl N der 
Szintillationen aus den beobachteten (kleineren) Zahlen N, und N, 
(l.c. S.195); sie sagen: wenn die Zahl der von beiden Beobachtern 
gleichzeitig (innerhalb derselben Zeitspanne) registrierten Teilchen C 
genannt wird, so ist i 

C = h. Ni = 4,44-N und ebenso C = h.N, = å fa. N. 


Aus den Registrierstreifen wird also die Zahl der Koinzidenzen ent- 
nommen (C) und dann die wahre Zahl der Szintillationen aus der 
Gleichung N = N,.N,/C berechnet. 


Theoretisch ist dies gerechtfertigt, wenn alle Szintillationen von 
gleicher Intensität sind und wenn die doppelte (d. h. von zwei Beob- 
achtern simultan ausgeführte) Registrierung wirklich momentan, 
d. h. im Moment des Eintreffens jedes einzelnen Teilchens erfolgte. 
Dies ist aber in der Wirklichkeit unmöglich: Die genannten Autoren 
registrierten die Teilchen mittels zweier elektrischer Kontaktschlüssel 
auf einer Registriertrommel, während ein dritter Hebel die Zeitmarken 
automatisch aufzeichnete. Die Zeit zwischen dem Eintreffen jedes 
einzelnen Teilchens und dem Moment der Registrierung wird von 
der „persönlichen Gleichung“ jedes Beobachters abhängen, aber auch 
für jeden einzelnen Beobachter durch verschiedene Einflüsse, z. B. 
Ermüdung, zu große Zahl der zufällig rascher aufeinanderfolgenden 
Teilchen usw., in recht weiten Grenzen verschieden ausfallen können. 
_ Auch werden sich die Beobachter verschieden verhalten, wenn zufällig 
zwei oder mehr Teilchen nahezu gleichzeitig am Schirme eintreffen. 
Wir wissen nicht, ob die Betätigung der Registrierhebel bei den 
genannten Autoren mit irgend einem Geräusch verbunden war: Aber 
von unseren Vorversuchen in den Jahren 1916/17 wissen wir, daß 
jeder Beobachter unbewußt beeinflußt wird durch das Geräusch, das 
bei jeder Betätigung des Hebels des anderen Beobachters entsteht, 
und aus diesem Grunde haben wir bei unseren Simultanzählungen die 
chronographische Registrierung bald verlassen und vorgezogen, still, 
jeder für sich zu zählen, während eine dritte Person die Zeitmarken 
markierte und nach jeder Halbminute die Zahlen aufschrieb. 


Aus dem Gesagten geht klar hervor, daß man bei der Beurteilung 
der Koinzidenzen einen gewissen Spielraum zwischen den Marken 
der beiden Beobachter als noch zulässig anerkennen muß. Fast 
unbewußt wird man also dazu neigen, Marken, welche nahezu über- 
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einander liegen, als zeitlich koinzident (zum selben Teilchen gehörig) 
zu betrachten. Es wird also eine Tendenz bestehen, die Zahl C der 
Koinzidenzen zu überschätzen, und dies wird entsprechend der oben 
angeführten Formel zu einer Verkleinerung der Zahl N der Teilchen 
selbst führen. 


Dieser Effekt muß um so deutlicher hervortreten, je größer die 
Zahl der Szintillationen pro Minute ist. Jedenfalls wird er bei einer 
minutlichen Teilchenzahl von 40 in den Versuchen von Geiger und 
Werner schon eine Rolle spielen. 


Wie schon erwähnt, muß man erwarten, daß der Faktor A bei 
jedem Beobachter sich zeitlich ändert, und zwar nicht notwendiger- 
weise immer im gleichen Sinne. Angesichts dieser Tatsache ist es 
etwas überraschend, daß die genannten Autoren (l.c., S.196) die Werte 
dieses Faktors für drei Beobachter auf drei Dezimalen angeben (0,884, 
0,904, 0,917). Diese Zahlen wurden aus der Gesamtzahl der Szin- 
tillationen abgeleitet, die von jedem der drei Beobachter, paarweise 
arbeitend, in allen drei Kombinationen gezählt worden waren. Für 
die Beurteilung der zu erwartenden Genauigkeit bei der Bestimmung 
von N wäre es wichtiger gewesen, wenn man in der Publikation 
hätte ersehen können, wie jedes einzelne A jedes Beobachters von 
Beobachtungsreihe zu Beobachtungsreihe sich verhält. Nachdem solche 
Änderungen notwendigerweise zu erwarten sind, glauben wir, daß die 
Heranziehung des dritten Beobachters (und die damit verbundene 
Einführung eines dritten A) die Genauigkeit des Endresultats eber 
beeinträchtigt hat, d. h. sie wäre größer gewesen, wenn die gesamten 
Szintillationen (etwa 30000) von nur zwei Beobachtern registriert 
worden wären. 


§ 4. Allgemeine Bemerkungen. Geiger und Werner 
(l. c S. 202) bemerken zur Erklärung der Unstimmigkeit zwischen 
ihrem und unserem Endresultat: „Vielleicht hat die ungenügende 
Schärfe der Elektrometerausschläge!) dazu geführt, daß kleine durch 
sekundäre Einflüsse hervorgerufene Schwankungen als Strahlen mit- 
gezählt wurden“. Wir: müssen diese Vermutung als vollkommen 
unzutreffend entschieden zurückweisen. 

Vor allem ist unser Endresultat nicht aus den photographischen 
Registrierungen, sondern aus zahlreichen subjektiven Zählreihen ab- 
geleitet. Bei diesen war die mittlere Größe jedes durch ein «-Teilchen 
bewirkten Elektrometerausschlages 10 Skalenteile. Stöße von anderer 


1) Vgl. die Photographie in Wien. Ber. 127 [2a], 463, 1918. 
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Größe kamen überhaupt nicht vor, abgesehen von gelegentlichen 
kleinen Schwingungen des Elektrometerfadens, welche vom Vorüber- 
fahren von Lastwagen und dgl. herrührten und niemals größer als 
0,5 Skalenteile waren. Wir haben bei den von uns gewählten 
Versuchsbedingungen die photographische Methode weniger zuverlässig 
befunden als die subjektive Zählung und sie daher bei den defini- 
tiven Versuchen ganz verlassen 
Dennoch glauben wir, daß bei Benutzung eines Einfaden- 
instruments von sehr kleiner Schwingungszeit die photographische 
Registrierung von etwa 40 Teilchen in der Minute in ganz tadelloser 
Weise durchführbar ist. Leider hatten wir kein derartiges Elektro- 
meter zur Verfügung. Das von uns benutzte Elster-Geitelsche 
Einfadenelektrometer war zu träge; der Faden benötigte etwa 0,13 
bis 0,2 sec zur Erreichung des vollen Ausschlages und etwa lsec 
zum Zurückkehren in die Nullage. Dies machte die Beurteilung 
rasch aufeinanderfolgender &-Teilchen schwierig: Wenn diese in 
einem Intervall von weniger als Y,sec in den Zähler eintraten, 
wurden sie als Doppelausschlag registriert, aber wenn das zweite 
Teilchen eintraf, während der Faden gerade auf dem Rückwege zur 
Nullage war, wurde der ihm mitgeteilte Impuls teilweise aufgehoben 
durch die entgegenwirkende kinetische Energie des zurückschwingenden 
Fadens. In solehen Momenten mußten die Größen der photographisch 
registrierten Stöße verschieden ausfallen und manche «-Teilchen nur 
durch ganz kleine Ausbuchtungen auf dem bereits abgelenkten 
Fadenbild sich abbilden. Aber es ist vollkommen ungerechtfertigt, 
zu behaupten, daß solche Stöße durch sekundäre Ursachen hervor- 
gerufen gewesen seien. Sie brachten eben nur. eine gewisse Un- 
sicherheit mit sich, und aus eben diesem Grunde wurde die photo- 
graphische Methode nicht für unsere definitiven Versuche verwendet. 
Angesichts des niedrigen Endwertes von Geiger und Werner 
ist es von Interesse, daran zu erinnern, daß wir (l. c., S. 467—468) 
bei Benutzung der photographischen Methode denselben niedrigen 
Wert (3,4.10:°) erhielten, wenn absichtlich alle (auch die Doppel- 
_ stöße) Ausschläge als einfach gezählt wurden. Wenn dann nach der 
Marsden- und Barrattschen Formel die Korrektur für die rasch 
aufeinanderfolgenden Teilchen eingeführt wurde, resultierte ein Wert, 
der mindestens 3,6.1010 erreichte und wahrscheinlich nahe um 3,7.101° 
liegt. Dieser indirekt aus den photographischen Registrierungen 
von uns abgeleitete Wert ist in bester Übereinstimmung mit dem 
aus den zahlreichen subjektiven Versuchsreihen sich ergebenden 
Endresultat (Z = 3,72.1010). 


Die Zahl der von Radium ausgesendeten «-Teilchen. 409 


Eine der genauesten Methoden. zur theoretischen Berechnung der 
Zahl Z ist die Vergleichung der gesamten kinetischen Energie der 
a-Teilchen und der Rückstoßatome des Radiums mit der aus Prä- 
zisionsmessungen bekannten Wärmeentwicklung des Radiums. Nimmt 
man den Geigerschen Wert für die Geschwindigkeit der «-Teilchen des 
Radiums und den Hessschen Wert für die Wärmeentwicklung von 
Radium (ohne Zerfallsprodukte), so errechnet man für Z den Wert 3,83. 1010, 
Dieser Wert ist um 3 Proz. höher als unser experimentell direkt erhaltene 
Wert, aber um mehr als 10 Proz. größer als Geigers und Werners 
Zahl. Die genannten Autoren schließen aus ihren Messungen, daß 
„kaum mehr ein Zweifel bestehen kann, daß bei der radioaktiven 
Umwandlung des Radiums außer der kinetischen Energie des 
o-Teilchens und des Rückstoßatoms weitere Energie als Folge der im 
Atomkern vor sich gehenden Umlagerung in Freiheit gesetzt wird“. 
Nachdem nun [zwischen Ra und RaD sechs solche Umwandlungen 
liegen, müßte man folgerichtig erwarten, daß 6.3 = 18cal pro 
Stunde dieser frei gewordenen Binnenenergie zuzuschreiben wären, und 
dies wären etwa 13 Proz. der Gesamtwärmeentwicklung von (Ra, 
RaEm, RaA bis RaC). Dies ist wohl eine enorm hohe Ziffer, ins- 
besondere, wenn man bedenkt, daß die B- und y-Strahlen von (Ra B) 
und (RaC) nur 3,4 bzw. 4,7 Proz. totaler Wärmeentwicklung von 
Radium samt seinen kurzlebigen Zerfallsprodukten beitragen. 

Wir wollen hiermit die Möglichkeit des Freiwerdens solcher 
Binnenenergie beim radioaktiven Zerfall nicht leugnen, aber wir 
meinen, daß die zu erwartende Größenordnung eines solchen Effekts 
viel eher mit unseren als mit Geigers und Werners Resultaten in 
Einklang zu bringen ist. 


Zusammenfassung. 


Nach gewissenhafter Prüfung des gesamten vorliegenden Beob- 
achtungsmaterials vertreten wir auch jetzt noch die Ansicht, daß 
der von uns im Jahre 1918 veröffentlichte Wert für die Zahl der von 
l g Radium sekundlich ausgesendeten «&-Teilchen (3,72.10!°) sehr 
nahe dem richtigen Wert liegen muß, und wir setzen Gründe aus- 
einander, welche dafür sprechen, daß der von Geiger und Werner 
kürzlich mittels der Szintillationsmethode erhaltene Wert (3,4. 101°) 
zu niedrig ist: 

1. Es besteht die Möglichkeit, daß ein Bruchteil der Emanation 
durch anfängliche Okklusion im Platin nach dem Zuschmelzen und 
Wiederabkühlen des Präparats für die Zählung verloren geht. 
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2. Die Prüfung der Szintillationsfähigkeit der einzelnen Zink- 
sulfidkristalle bietet keine Sicherheit, daß auch nach Vermischen mit 
einem Bindemittel diese Fähigkeit ungeändert erhalten bleibt. 

3. Das von Geiger und Werner benutzte Verfahren zur Er- 
mittlung der wahren Zahl der in einem Zeitintervall vorkommenden 
Szintillationen mittels Auszählung der Koinzidenzen kann zur Unter- 
schätzung der wahren Zahl führen. 

Der von den genannten Autoren gegen unsere Arbeit erhobene 
Einwand wird nach eingehender Begründung als gegenstandslos und 
nicht die definitiven Versuche betreffend zurückgewiesen. 


Graz (Physikal. Institut d. Universität) und Sheffield (Physikal. 
Institut d. Universität), 2. April 1924. 
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